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1. Ââåäåíèå
1
àññìîòðèì àâòîíîìíóþ ñèñòåìó îáûêíîâåííûõ äèåðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé
x˙ = f(x), x ∈ R2, (1.0)
ãäå f  íåïðåðûâíî äèåðåíöèðóåìàÿ óíêöèÿ òàêàÿ, ÷òî ðåøåíèå ñèñòåìû (1) ñ ëþáûì íà÷àëüíûì
óñëîâèåì ïðîäîëæèìî íà èíòåðâàë (−∞,∞). Ñèñòåìó (1) áóäåì íàçûâàòü ïîðîæäàþùåé. Ïðåäïîëî-
æèì, ÷òî ñèñòåìà (1) äîïóñêàåò T -ïåðèîäè÷åñêèé öèêë x˜. Â ñèëó àâòîíîìíîñòè, ïðè ëþáîé ñäâèæêå
θ ∈ [0, T ] óíêöèÿ
x˜θ(t) = x˜(θ + t)
âíîâü ÿâëÿåòñÿ T -ïåðèîäè÷åñêèì ðåøåíèåì ñèñòåìû (1). Ïðåäïîëîæèì, ÷òî óíêöèÿ g : R× R2 → R2
T -ïåðèîäè÷íà ïî ïåðâîé ïåðåìåííîé è ðàññìîòðèì âîçìóùåííóþ ñèñòåìó
x˙ = f(x) + εg(t, x), x ∈ R2. (1.0)
Ñòàòüÿ ïîñâÿùåíà êëàññè÷åñêîé çàäà÷å, âîñõîäÿùåé ê À. Ïóàíêàðå, î ñóùåñòâîâàíèè ó âîçìóùåííîé
ñèñòåìû (1) T -ïåðèîäè÷åñêèõ ðåøåíèé x˜ε, ñõîäÿùèõñÿ ïðè ε → 0 ê ïîðîæäàþùåìó ðåøåíèþ x˜θ. Ïó-
àíêàðå ïðèíàäëåæèò óòâåðæäåíèå î òîì, ÷òî ïàðàìåòð θ = θ0 ïîðîæäàþùåãî ðåøåíèÿ, äëÿ êîòîðîãî
òàêîå ñóùåñòâîâàíèå èìååò ìåñòî, íåîáõîäèìî ÿâëÿåòñÿ íóëåì íåêîòîðîé áèóðêàöèîííîé óíêöèèM.
Ôóíêöèþ M Ïóàíêàðå çàïèñûâàë â íåÿâíîì âèäå.
Ïîçäíåå È. . Ìàëêèí [23℄ è Â. Ê. Ìåëüíèêîâ [26℄ óêàçàëè ÿâíûé âèä óíêöèèM è ïðè ïîìîùè òåî-
ðåìû î íåÿâíîé óíêöèè â ðàçëè÷íûõ ñèòóàöèÿõ äîêàçàëè, ÷òî äîñòàòî÷íûì óñëîâèåì ñóùåñòâîâàíèÿ
ó ñèñòåìû (1) T -ïåðèîäè÷åñêîãî ðåøåíèÿ x˜ε, ñõîäÿùåãîñÿ ïðè ε→ 0 ê x˜θ0 , ÿâëÿåòñÿ óñëîâèå
M ′(θ0) 6= 0, (1.0)
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Îñíîâíûå ðåçóëüòàòû ñòàòüè äîëîæåíû íà ñåìèíàðå Îòäåëà äèåðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé Ìàòåìàòè÷åñêîãî èíñòè-
òóòà èì. Â. À. Ñòåêëîâà ÀÍ 22 ìàðòà 2006 ã.
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òî åñòü óñëîâèå ïðîñòîòû êîðíÿ θ0.
àçëè÷èå ìåæäó ñèòóàöèÿìè, èçó÷àåìûìè Ìàëêèíûì è Ìåëüíèêîâûì, ñâÿçàíû ñ óñëîâèÿìè, ïðåäú-
ÿâëÿåìûìè ê T -ïåðèîäè÷åñêîé ëèíåéíîé ñèñòåìå
y˙ = f ′(x˜(t))y. (1.0)
Òàê Ìàëêèí ïðåäïîëàãàë, ÷òî
(CMA): àëãåáðàè÷åñêàÿ êðàòíîñòü ìóëüòèïëèêàòîðà +1 ñèñòåìû (1) ðàâíà 1,
à Ìåëüíèêîâ, ÷òî
(CME): àëãåáðàè÷åñêàÿ êðàòíîñòü ìóëüòèïëèêàòîðà +1 ñèñòåìû (1) ðàâíà 2,
íî ãåîìåòè÷åñêàÿ êðàòíîñòü ìóëüòèïëèêàòîðà +1 ñèñòåìû (1) ðàâíà 1.
Â ñòàòüå áóäåò ïîêàçàíî, ÷òî äðóãàÿ èäåÿ Ïóàíêàðå, îá èíäåêñå êðèâîé îòíîñèòåëüíî âåêòîðíîãî ïîëÿ,
ïîçâîëÿåò ïîëó÷èòü áëèçêèå ðåçóëüòàòû ïðè îäíîì ëèøü ïðåäïîëîæåíèè
(C): â ìàëîé îêðåñòíîñòè öèêëà x˜ íåò äðóãèõ T−ïåðèîäè÷åñêèõ ðåøåíèé
ïîðîæäàþùåé ñèñòåìû.
Óñëîâèå (C) âûïîëíåíî êàê â ñèòóàöèè Ìàëêèíà (CMA), òàê è â ñèòóàöèè Ìåëüíèêîâà (CME). Íî
ïðåäïîëîæåíèå (C) íå èñïîëüçóåò êàêèõ-ëèáî ñâîéñòâ ëèíåàðèçîâàííîé ñèñòåìû (1) è, ñëåäîâàòåëüíî,
ìîæåò áûòü âûïîëíåíî äëÿ âûðîæäåííûõ ñëó÷àåâ, êîãäà êàæäîå ðåøåíèå ñèñòåìû (1) ÿâëÿåòñÿ T -
ïåðèîäè÷åñêèì, ñì. 5.
Ïðåäëàãàåìûé ïîäõîä, â îòëè÷èè îò ðåçóëüòàòîâ Ìàëêèíà è Ìåëüíèêîâà, íå ïðåäïîëàãàåò äèå-
ðåíöèðóåìîñòè âîçìóùåíèÿ è ñâÿçàí ñ äàëüíåéøèì ðàçâèòèåì òåîðèè èíäåêñà Ïóàíêàðå, ñì. [15℄. Õîòÿ
îñíîâíàÿ òåîðåìà äîêàçûâàåòñÿ äëÿ ñëó÷àÿ íåïðåðûâíîãî âîçìóùåíèÿ, ñëåäóÿ ñòàíäàðòíûì ñõåìàì
(ñì., íàïð., [11℄,  6.2), îíà ìîæåò áûòü ïåðåíåñåíà íå òîëüêî íà ñëó÷àé ðàçðûâíûõ âîçìóùåíèé, íî è
ìíîãîçíà÷íûõ ñ âûïóêëûìè îáðàçàìè.
Áóäåò ïîêàçàíî, ÷òî óñëîâèÿ ñóùåñòâîâàíèÿ ïåðèîäè÷åñêèõ ðåøåíèé ó âîçìóùåííîé ñèñòåìû âáëèçè
öèêëà x˜ ìîãóò áûòü ñâÿçàíû ñ ÷èñëîì îáîðîòîâ, êîòîðûå äåëàåò âåêòîð
Φ (x˜(θ)) =ME(θ) ˙˜x(θ)
⊥ +MA(θ) ˙˜x(θ), (1.0)
êîãäà θ èçìåíÿåòñÿ îò 0 äî T. Çäåñü èñïîëüçîâàíî îáîçíà÷åíèå
ξ⊥ =
 −ξ2
ξ1
 .
Ýòî ÷èñëî îáîðîòîâ íàçûâàåòñÿ èíäåêñîì Ïóàíêàðå öèêëà x˜ ïî îòíîøåíèþ ê ïîëþ Φ, çàäàííîìó íà
öèêëå x˜, è îáîçíà÷àåòñÿ ind(x˜,Φ). Ìû íå îñòàíàâëèâàåìñÿ çäåñü íà îïðåäåëåíèè èíäåêñà Ïóàíêàðå,
êîòîðîå èìååòñÿ, íàïðèìåð, â ([36℄, ë. III è ë. XIV), ([20℄, ë. IX, 4), ([1℄, ë. V, 10.4). Ïîñêîëüêó
â óêàçàííîé ëèòåðàòóðå èíäåêñ Ïóàíêàðå ââîäèòñÿ äëÿ ïîëîæèòåëüíî îðèåíòèðîâàííîé êðèâîé, òî â
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äàëüíåéøåì ìû âñþäó ïðåäïîëàãàåì, ÷òî êðèâàÿ x˜ ÿâëÿåòñÿ ïîëîæèòåëüíî îðèåíòèðîâàííîé. Ôóíêöèè
MA è ME îðìóëû (1), êîòîðûå îïðåäåëÿþòñÿ â ñëåäóþùåì ïàðàãðàå, ñîâïàäàþò ïðè íåêîòîðûõ
äîïîëíèòåëüíûõ óñëîâèÿõ ñ êëàññè÷åñêèìè óíêöèÿìè Ìàëêèíà è Ìåëüíèêîâà.
2. Îñíîâíîé ðåçóëüòàò
1
Äëÿ îïðåäåëåíèÿ óíêöèé ME è MA ðàññìîòðèì ðåøåíèÿ ñëåäóþùåé ñîïðÿæåííîé ñèñòåìû
z˙ = − (f ′(x˜(t)))∗ z. (2.0)
Èìåííî, îáîçíà÷èì ÷åðåç z˜ ðåøåíèå ñèñòåìû (1) ñ íà÷àëüíûì óñëîâèåì
z˜(0) = ˙˜x(0)⊥,
à ÷åðåç ẑ  ðåøåíèå ñèñòåìû (1) ñ íà÷àëüíûì óñëîâèåì
ẑ(0) =
1
‖ ˙˜x(0)‖2
˙˜x(0).
Èòàê, ïîëîæèì
M sE(θ) =
s+θ∫
s−T+θ
〈z˜(τ), g(τ − θ, x˜(τ))〉 dτ,
M sA(θ) =
s+θ∫
s−T+θ
〈ẑ(τ), g(τ − θ, x˜(τ))〉 dτ, θ, s ∈ [0, T ],
ãäå < ·, · >  îáû÷íîå ñêàëÿðíîå ïðîèçâåäåíèå â R2. Ïðè ýòîì ïî îïðåäåëåíèþ ñ÷èòàåì
ME :=M
0
E, MA :=M
0
A.
Ïåðåõîäèì ê îðìóëèðîâêå îñíîâíîé òåîðåìû.
Ò å î ð å ì à 2.1. Ïóñòü âûïîëíåíî óñëîâèå (C) è âîçìóùåíèå â (1) íåïðåðûâíî. Ïðåäïîëîæèì, ÷òî
äëÿ ëþáûõ s, θ ∈ [0, T ] ðàâåíñòâî M sE(θ) = 0 âëå÷åò M sA(θ) 6= 0. (A)
Òîãäà, ïðè äîñòàòî÷íî ìàëûõ ε > 0 âñÿêîå T -ïåðèîäè÷åñêîå ðåøåíèå x˜ε âîçìóùåííîé ñèñòåìû (1)
íåîáõîäèìî òàêîâî, ÷òî
x˜ε(t) 6= x˜(s) ïðè âñåõ t, s ∈ [0, T ]. (2.-3)
Åñëè æå äîïîëíèòåëüíî èìååì
ind(x˜,Φ) 6= 1, (B)
òî ïðè âñåõ äîñòàòî÷íî ìàëûõ ε > 0 âîçìóùåííàÿ ñèñòåìà (1) äåéñòâèòåëüíî èìååò, ïî êðàéíåé
ìåðå, äâà T -ïåðèîäè÷åñêèõ ðåøåíèÿ x˜ε,1 è x˜ε,2, óäîâëåòâîðÿþùèõ óñëîâèþ (2.1). Ïîëó÷åííûì ðåøå-
íèÿì ñîîòâåòñòâóþò θ1, θ2 ∈ [0, T ] òàêèå, ÷òî
x˜ε,1(t)→ x˜θ1(t) ïðè ε→ 0
è
x˜ε,2(t) → x˜θ2(t) ïðè ε→ 0.
Áîëåå òîãî, ðåøåíèå x˜ε,1 ëåæèò âíóòðè öèêëà x˜, à ðåøåíèå x˜ε,2 ñíàðóæè.
3
îòîâèìñÿ ê äîêàçàòåëüñòâó òåîðåìû 2.1. Ââåäåì äëÿ ýòîãî íåîáõîäèìûå ïîíÿòèÿ è óñòàíîâèì íåêî-
òîðûå âñïîìîãàòåëüíûå àêòû.
Îáîçíà÷èì ÷åðåç Ω(·, t0, ξ) ðåøåíèå x ïîðîæäàþùåé ñèñòåìû (1) ñ íà÷àëüíûì óñëîâèåì x(t0) = ξ.
àññìîòðèì ñëåäóþùóþ ñèñòåìó (ñì. [23℄, îðìóëà 3.8)
y˙ = f ′(2)(t,Ω(t, 0, ξ))y + g(t,Ω(t, 0, ξ)) (2.-4)
è îáîçíà÷èì ÷åðåç η(·, s, ξ) ðåøåíèå y ýòîé ñèñòåìû ñ íà÷àëüíûì óñëîâèåì y(s) = 0. Çäåñü è äàëåå
÷åðåç F ′(k) îáîçíà÷àåòñÿ ïðîèçâîäíàÿ óíêöèè F ïî k-é ïåðåìåííîé. Ïîñòàâèì â ñîîòâåòñòâèå ñèñòåìå
(1) ñëåäóþùèé îïåðàòîð Φ˜s : R2 → R2 (ñì. [14℄, òåîðåìà 1)
Φ˜s(ξ) = η(T, s, ξ)− η(0, s, ξ).
Îòìåòèì, ÷òî îïåðàòîð Φ˜0 íå ñîâïàäàåò ñ Φ, îäíàêî ìû ïîêàæåì ïîçæå, ÷òî èíäåêñû Ïóàíêàðå óêà-
çàííûõ îïåðàòîðîâ, ïîñ÷èòàííûå íà öèêëå x˜, ñîâïàäàþò. Â ñëó÷àå, êîãäà f = 0, òî åñòü ïîðîæäàþùåé
ñèñòåìîé ÿâëÿåòñÿ ñèñòåìà x˙ = 0, èìååì
Φ˜s(ξ) =
T∫
0
g(τ, ξ)dτ, s ∈ R, ξ ∈ R2.
Ñëåäîâàòåëüíî, åñëè f = 0, òî Φ˜s ÿâëÿåòñÿ, ñ òî÷íîñòüþ äî ìíîæèòåëÿ 1/T, êëàññè÷åñêèì îïåðàòîðîì
óñðåäíåíèÿ Êðûëîâà-Áîãîëþáîâà-Ìèòðîïîëüñêîãî âîçìóùåííîé ñèñòåìû (1) (ñì. [27℄, îðìóëà 7.112).
Îáîçíà÷èì ÷åðåç ŷ ðåøåíèå ëèíåàðèçîâàííîé ñèñòåìû (1) ñ íà÷àëüíûì óñëîâèåì
ŷ(0) =
1
‖ ˙˜x(0)‖2
˙˜x(0)⊥
Èìååò ìåñòî ñëåäóþùåå ñâîéñòâî.
Ë å ì ì à 2.1. Ñïðàâåäëèâà îðìóëà
Φ˜s(x˜(θ)) =M sA(θ)
˙˜x(θ) +M sE(θ)ŷ(θ), s, θ ∈ R. (2.-4)
Äëÿ äîêàçàòåëüñòâà ëåììû, à òàêæå äëÿ äàëüíåéøèõ ðàññóæäåíèé èñïîëüçóåòñÿ óòâåðæäåíèå, êî-
òîðîå ìû ñåé÷àñ îðìóëèðóåì.
Ë å ì ì à 2.2. (ñì. [12℄, ëåììà 1 èëè [13℄, ëåììà 2) Èìååò ìåñòî îðìóëà
η(θ, s, ξ) = Ω′(3)(θ, 0, ξ)
θ∫
s
Ω′(3)(0, t,Ω(t, 0, ξ))g(t,Ω(t, 0, ξ))dτ,
ñîîòâåòñòâåííî
Φ˜s(ξ) =
s∫
s−T
Ω′(3)(0, τ,Ω(τ, 0, ξ))g(τ,Ω(τ, 0, ξ))dτ.
Ä î ê à ç à ò å ë ü ñ ò â î ë å ì ì û 2.1. Â ñèëó ëåììû 2.2 èìååì
Φ˜s(ξ) =
s∫
s−T
(Ω)′(3)(0, τ,Ω(τ, 0, ξ))g(τ,Ω(τ, 0, ξ))dτ.
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Äàëåå (ñì., íàïð., [16℄, òåîðåìà 2.1), Ω′(3)(t, 0, x0(θ)) = Y (t, θ), ãäå Y (t, θ)  óíäàìåíòàëüíàÿ ìàòðèöà
ñèñòåìû
y˙(t) = f ′(x˜(t+ θ))y(t), (2.-4)
óäîâëåòâîðÿþùàÿ óñëîâèþ Y (0, θ) = I è òàê êàê Ω′(3)(0, t,Ω(t, 0, ξ))Ω
′
(3)(t, 0, ξ) = I äëÿ ëþáûõ t ∈ R,
ξ ∈ R2, èìååì
Φ˜s(x˜(θ)) =
s∫
s−T
Y −1(τ, θ)g(τ, x˜(τ + θ))dτ, s, θ ∈ [0, T ]. (2.-4)
Ïîêàæåì òåïåðü, ÷òî
Y −1(τ, θ) = Y (θ, 0)Y −1(τ + θ, 0), τ, θ ∈ [0, T ]. (2.-4)
Äåéñòâèòåëüíî, ëåãêî âèäåòü, ÷òî Y (t + θ, 0)  óíäàìåíòàëüíàÿ ìàòðèöà ñèñòåìû (1) è, òàêèì îá-
ðàçîì, Y (t + θ, 0)Y −1(θ, 0) òàêæå ÿâëÿåòñÿ óíäàìåíòàëüíîé ìàòðèöåé äëÿ (1), áîëåå òîãî èìååì
Y (t+ θ, 0)Y −1(θ, 0) = I â t = 0. Ñëåäîâàòåëüíî, Y (t+ θ, 0)Y −1(θ, 0) = Y (t, θ), ÷òî ýêâèâàëåíòíî (1).
Ïîäñòàâëÿÿ (1) â (1) è èñïîëüçóÿ çàìåíó ïåðåìåííûõ τ + θ = t â èíòåãðàëå âûðàæåíèÿ (1), ïîëó÷àåì
Φ˜s(x˜(θ)) =
s∫
s−T
Y −1(τ, θ)g(τ, x˜(τ + θ))dτ = Y (θ, 0)
s∫
s−T
Y −1(τ + θ, 0)g(τ, x˜(τ + θ))dτ =
= Y (θ, 0)
s+θ∫
s−T+θ
Y −1(t, 0)g(t− θ, x˜(t))dt.
Ïîëîæèì Z˜(t) = (ẑ(t), z˜(t)) è îáîçíà÷èì ÷åðåç Z(t) óíäàìåíòàëüíóþ ìàòðèöó ñîïðÿæåííîé ñèñòåìû
(1) òàêóþ, ÷òî Z(0) = I, èìååì Z(t) = Z˜(t)Z˜−1(0). Çäåñü è äàëåå èñïîëüçîâàíà çàïèñü (a, b), ãäå a, b ∈ R2,
äëÿ îáîçíà÷åíèÿ ìàòðèöû, ïåðâûì ñòîëáöîì êîòîðîé ÿâëÿåòñÿ a è âòîðûì b. Ïî ëåììå Ïåððîíà (ñì.
[34℄ èëè [9, Se. III, 12℄) Y −1(t) = Z∗(t) è çíà÷èò
Φs(x˜(θ)) = Y (θ)
s+θ∫
s−T+θ
Y −1(τ)g(τ − θ, x˜(τ))dτ =
= (Z˜∗(θ))−1
s+θ∫
s−T+θ
Z˜∗(τ)g(τ − θ, x˜(τ))dτ =
= (Z˜∗(θ))−1
 M sA(θ)
M sE(θ)
 .
Íî, çàìå÷àÿ, ÷òî
(Z˜∗(0))−1 =

 (1/‖ ˙˜x(0)‖2) ˙˜x1(0) − ˙˜x2(0)(
1/‖ ˙˜x(0)‖2
)
˙˜x2(0) ˙˜x1(0)
−1

∗
=
=
1
det
∥∥∥∥∥∥
 (1/‖ ˙˜x(0)‖2) ˙˜x1(0) − ˙˜x2(0)(
1/‖ ˙˜x(0)‖2
)
˙˜x2(0) ˙˜x1(0)
∥∥∥∥∥∥
◦
◦
 ˙˜x1(0) ˙˜x2(0)
−
(
1/‖ ˙˜x(0)‖2
)
˙˜x2(0)
(
1/‖ ˙˜x(0)‖2
)
˙˜x1(0)
∗ =
5
= ˙˜x1(0) −(1/‖ ˙˜x(0)‖2) ˙˜x2(0)
˙˜x2(0)
(
1/‖ ˙˜x(0)‖2
)
˙˜x1(0)
 = ( ˙˜x(0), ŷ(0)) ,
çàêëþ÷àåì
(Z˜∗(θ))−1 =
(
˙˜x(θ), ŷ(θ)
)
äëÿ ëþáîãî θ ∈ R.
Ëåììà äîêàçàíà.
Â êà÷åñòâå ñëåäóþùåãî øàãà íà ïóòè ê äîêàçàòåëüñòâó òåîðåìû 2.1 ìû óñòàíàâëèâàåì, ÷òî ind(x˜, Φ˜) =
ind(x˜,Φ). Êàê è â ñëó÷àå óíêöèé M sE è M
s
A ñ÷èòàåì ïî îïðåäåëåíèþ
Φ˜ := Φ˜0.
Ë å ì ì à 2.3. Ïóñòü âûïîëíåíî óñëîâèå (A) òåîðåìû 2.1. Òîãäà
ind(x˜,Φ) = ind(x˜, Φ˜).
Ä î ê à ç à ò å ë ü ñ ò â î. Îïðåäåëèì äåîðìàöèþ
Φλ(x˜(θ)) =
 λθ∫
−T+λθ
〈ẑ(τ), g(τ − θ, x˜(τ))〉 dτ
 ˙˜x(θ) +
+
 λθ∫
−T+λθ
〈z˜(τ), g(τ − θ, x˜(τ))〉 dτ
(λŷ(θ) + (1− λ) ˙˜x(θ)⊥) , θ ∈ [0, T ],
Òàê êàê Φ1(x˜(θ)) = Φ˜(x˜(θ)) è Φ0(x˜(θ)) = Φ(x˜(θ)), òî äîñòàòî÷íî óñòàíîâèòü, ÷òî
Φλ(x˜(θ)) 6= 0 äëÿ âñåõ λ ∈ [0, 1], θ ∈ [0, T ]. (2.-11)
Ïî îïðåäåëåíèþ ŷ èìååì
〈
ŷ(0), ˙˜x(0)⊥
〉
> 0. Íî â ñèëó ëèíåéíîé íåçàâèñèìîñòè âåêòîðîâ ˙˜x(θ) è ŷ(θ)
äëÿ ëþáîãî θ ∈ [0, T ] òàêæå èìååì
〈
ŷ(θ), ˙˜x(θ)⊥
〉
6= 0. Ïîýòîìó〈
ŷ(θ), ˙˜x(θ)⊥
〉
> 0 äëÿ ëþáîãî θ ∈ [0, T ]
è, çíà÷èò, 〈
λŷ(θ) + (1 − λ) ˙˜x(θ)⊥, ˙˜x(θ)⊥
〉
> 0 äëÿ ëþáîãî θ ∈ [0, T ], λ ∈ [0, T ]. (2.-11)
Ïðåäïîëîæèì, ÷òî (1) íå âåðíî, òî åñòü ñóùåñòâóþò λ0 ∈ [0, 1], θ0 ∈ [0, T ] òàêèå, ÷òî
Φλ0(x˜(θ0)) = 0.
Ó÷èòûâàÿ (1), èç ïîñëåäíåãî ðàâåíñòâà çàêëþ÷àåì, ÷òî
λ0θ0∫
−T+λ0θ0
〈ẑ(τ), g(τ − θ0, x˜(τ))〉 dτ = 0 è
λ0θ0∫
−T+λ0θ0
〈z˜(τ), g(τ − θ0, x˜(τ))〉 dτ = 0.
Íî λ0θ0 ∈ [0, T ] è, ñëåäîâàòåëüíî, ïîñëåäíåå ñîîòíîøåíèå ïðîòèâîðå÷èò ïðåäïîëîæåíèþ (A).
Ëåììà äîêàçàíà.
Íàêîíåö, íàì íåîáõîäèìî ñëåäóþùåå óòâåðæäåíèå.
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Ë å ì ì à 2.4. Ôóíêöèÿ x ∈ C([0, T ],R2) ÿâëÿåòñÿ T -ïåðèîäè÷åñêèì ðåøåíèåì ñèñòåìû (1) òîãäà è
òîëüêî òîãäà, êîãäà óíêöèÿ
ν(t) = Ω(0, t, x(t)), t ∈ R (2.-11)
ÿâëÿåòñÿ ðåøåíèåì ñèñòåìû
ν˙ = εΩ′(3)(0, t,Ω(t, 0, ν))g(t,Ω(t, 0, ν)), t ∈ R,
óäîâëåòâîðÿþùèì óñëîâèþ ν(0) = Ω(T, 0, ν(T )).
Ä î ê à ç à ò å ë ü ñ ò â î. Ïðîèçâåäåì â ñèñòåìå (1) çàìåíó ïåðåìåííûõ
x(t) = Ω(t, 0, ν(t)). (2.-11)
Ôîðìóëà (1) êàæäîìó ν ∈ C([0, T ],R2) ñòàâèò â ñîîòâåòñòâèå x ∈ C([0, T ],R2) ãîìåîìîðíî, è îáðàòíîå
îòîáðàæåíèå äàåòñÿ îðìóëîé (2.4). Ñëåäîâàòåëüíî, óíêöèÿ x ÿâëÿåòñÿ ðåøåíèåì ñèñòåìû (1) òîãäà
è òîëüêî òîãäà, êîãäà óíêöèÿ ν, ââåäåííàÿ ïî çàêîíó (2.4), óäîâëåòâîðÿåò ñëåäóþùåìó ðàâåíñòâó
Ω′(1)(t, 0, ν(t)) + Ω
′
(3)(t, 0, ν(t))ν˙(t) = εg(t,Ω(t, 0, ν(t))) +
+f(Ω(t, 0, ν(t))), t ∈ R. (2.-11)
Ïî îïðåäåëåíèþ óíêöèè Ω èìååì
Ω′(1)(t, 0, ν(t)) = f(Ω(t, 0, ν(t))),
ïîýòîìó, ó÷èòûâàÿ, ÷òî
Ω′(3)(0, t,Ω(t, 0, ξ))Ω
′
(3)(t, 0, ξ) = I, t ∈ R, ξ ∈ R2,
ñèñòåìà (2.-10) ìîæåò áûòü ïåðåïèñàíà â âèäå
ν˙(t) = εΩ′(3)(0, t,Ω(t, 0, ν(t)))g(t,Ω(t, 0, ν(t))), t ∈ R. (2.-11)
àññìîòðèì ïðîèçâîëüíîå T -ïåðèîäè÷åñêîå ðåøåíèå x ñèñòåìû (1). Èìååì
ν(0) = Ω(0, 0, x(0)) = x(0) = x(T ) = Ω(T, 0, ν(T )).
Ëåììà äîêàçàíà.
Îáîçíà÷èì ÷åðåç U ⊂ R2 âíóòðåííîñòü öèêëà x˜.
Äëÿ äîêàçàòåëüñòâà òåîðåìû 2.1 ðàññìîòðèì âïîëíå íåïðåðûâíûé èíòåãðàëüíûé îïåðàòîð Qε :
C([0, T ],R2) → C([0, T ],R2)
(Qεx)(t) = x(T ) +
t∫
0
f(x(τ))dτ + ε
t∫
0
g(τ, x(τ))dτ, t ∈ [0, T ] (2.-11)
íà ìíîæåñòâå
WU =
{
x̂ ∈ C([0, T ],R2) : x̂(t) ∈ U, äëÿ ëþáîãî t ∈ [0, T ]} .
×åðåç d(I − F,W ) áóäåì îáîçíà÷àòü ñòåïåíü Ëåðý-Øàóäåðà ïðåîáðàçîâàíèÿ I − F : W → R2 îòíîñè-
òåëüíî íóëÿ (ñì. [19℄, ë. I, 5). Èíîãäà, ÷òîáû ïîä÷åðêíóòü, ÷òî F çàäàíî â ïðîñòðàíñòâå E ìû áóäåì
ïèñàòü dE(I − F,W ).
Îñíîâíóþ ðîëü â äîêàçàòåëüñòâå òåîðåìû 2.1 èãðàåò ñëåäóþùàÿ òåîðåìà.
7
Ò å î ð å ì à 2.2. Åñëè
Φ˜s(ξ) 6= 0 äëÿ ëþáîãî ξ ∈ ∂U è ëþáîãî s ∈ [0, T ],
òî ñóùåñòâóåò ε0 > 0 òàêîå, ÷òî ïðè ε ∈ (0, ε0] ñïðàâåäëèâû ñëåäóþùèå óòâåðæäåíèÿ
1) äëÿ ëþáîãî x ∈ C([0, T ],R2) òàêîãî, ÷òî Qεx = x èìååì x(t) 6∈ ∂U äëÿ âñåõ t ∈ [0, T ], â ÷àñòíî-
ñòè, îïåðàòîð Qε íå èìååò íåïîäâèæíûõ òî÷åê íà ∂WU ;
2) d(I −Qε,WU ) = ind(x˜, Φ˜), ε ∈ (0, ε0].
Óòâåðæäåíèå 2) òåîðåìû 2.2 âïåðâûå ïðåäëîæåíî â äèïëîìíîé ðàáîòå [22℄ àâòîðà è îïóáëèêîâàíî â
[12℄ (òåîðåìà 2). Ôîðìóëèðîâêà ðåçóëüòàòà î ñóùåñòâîâàíèè ïåðèîäè÷åñêèõ ðåøåíèé äëÿ âîçìóùåííîé
ñèñòåìû (1), íåïîñðåäñòâåííî ñëåäóþùåãî èç óòâåðæäåíèÿ 2), âïåðâûå îïóáëèêîâàíà â [14℄(òåîðåìà 1).
Ïîñêîëüêó äîêàçàòåëüñòâî îäíîãî ëèøü óòâåðæäåíèÿ 1) ïî÷òè ñîâïàäàåò ñ äîêàçàòåëüñòâîì îáîèõ
óòâåðæäåíèé 1) è 2), íàì ïîêàçàëîñü öåëåñîîáðàçíûì ïðèâåñòè íèæå ïîëíîå äîêàçàòåëüñòâî òåîðå-
ìû 2.2. Òåì áîëåå, îíî çíà÷èòåëüíî ïðîùå, ÷åì ïðèâåäåííîå â [12℄, ãäå âîçìóùåííàÿ ñèñòåìà èìååò äâà
ñîäåðæàùèõ ε > 0 ñëàãàåìûõ è ε > 0 âõîäèò â ýòè ñëàãàåìûå ñ ðàçíûìè ñòåïåíÿìè.
Òåîðåìà 2.2 ÿâëÿåòñÿ ðàçâèòèåì ðåçóëüòàòîâ Äæ. Ìàâåíà, êîòîðûé óñòàíîâèë (ñì. [24℄ è [25℄) ïîõî-
æèå óòâåðæäåíèÿ â ñëó÷àå íóëåâîé èëè ëèíåéíîé ïîðîæäàþùåé ñèñòåìû. Õîòÿ Ìàâåí ðàññìàòðèâàë
ñëó÷àé ïðîñòðàíñòâà R
n, äîêàçàòåëüñòâî òåîðåìû 2.2 íåìåäëåííî ïåðåíîñèòñÿ è íà n-ìåðíûé ñëó÷àé.
Ä î ê à ç à ò å ë ü ñ ò â î ò å î ð å ì û 2.2. Ïîëîæèì
Υ(t, ξ) = Ω′(3)(0, t,Ω(t, 0, ξ))g(t,Ω(t, 0, ξ)).
Ñîãëàñíî ëåììå 2.4 êàæäîé íåïîäâèæíîé òî÷êå èçWU îïåðàòîðà Qε ñîîòâåòñòâóåò íåïîäâèæíàÿ òî÷êà
(2.4) îïåðàòîðà
(Gεν)(t) = Ω(T, 0, ν(T )) +
t∫
0
Υ(τ, ν(τ))dτ,
êîòîðàÿ, êàê ëåãêî ïðîâåðèòü, âíîâü ïðèíàäëåæèò WU . Ñëåäîâàòåëüíî, åñëè d(I −Gε,WU ) îïðåäåëåí,
òî, â ñèëó ([15℄, òåîðåìà 26.4), èìååì
d(I −Qε,WU ) = d(I −Gε,WU ).
Â ïðîñòðàíñòâå C([0, T ],R2) ðàññìîòðèì âñïîìîãàòåëüíûé âïîëíå íåïðåðûâíûé îïåðàòîð
(Aεν)(t) = Ω(T, 0, ν(T ))− ε
T∫
0
Υ(τ, ν(τ))dτ
è ïîêàæåì, ÷òî ïðè äîñòàòî÷íî ìàëûõ ε > 0 ïîëÿ I − Gε è I − Aε ãîìîòîïíû íà ãðàíèöå ìíîæåñòâà
WU . Çàäàäèì ñëåäóþùóþ äåîðìàöèþ
Dε(λ, ν)(t) = ν(t)− Ω(T, 0, ν(T ))− ε
λt+(1−λ)T∫
0
Υ(τ, ν(τ))dτ,
ñîåäèíÿþùóþ ïîëÿ Gε è G1,ε. Ïîêàæåì, ÷òî ïðè äîñòàòî÷íî ìàëûõ ε > 0 äåîðìàöèÿ Dε íåâûðîæ-
äåíà íà ãðàíèöå ìíîæåñòâà WU . Äëÿ ýòîãî áóäåò äîêàçàíî áîëåå ñèëüíîå óòâåðæäåíèå, êîòîðîå áóäåò
èñïîëüçîâàíî çàòåì äëÿ äîêàçàòåëüñòâà óòâåðæäåíèÿ 1), à èìåííî ïîêàæåì, ÷òî ñóùåñòâóåò ε0 > 0 òà-
êîå, ÷òî ïðè âñåõ ε ∈ (0, ε0] è λ ∈ [0, 1] êàæäîå ðåøåíèå óðàâíåíèÿ Dε(λ, ν) = ν óäîâëåòâîðÿåò óñëîâèþ
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ν(t) 6∈ ∂U ïðè âñåõ t ∈ [0, T ]. Ïðåäïîëîæèì, ÷òî ýòî íå òàê. Òîãäà äëÿ ïðîèçâîëüíîé ïîñëåäîâàòåëü-
íîñòè {εk}∞k=1 ⊂ (0, 1] òàêîé, ÷òî ε → 0 ïðè k → ∞ íàéäóòñÿ ïîñëåäîâàòåëüíîñòè {λk}∞k=1 ⊂ [0, 1] è
{νk}∞k=1 ⊂ C([0, T ],R2), ïðè êîòîðûõ
νk(t) = Ω(T, 0, νk(T )) + εk
λkt+(1−λk)T∫
0
Υ(τ, νk(τ))dτ, t ∈ [0, T ] (2.-11)
è
νk([0, T ]) ∩ ∂U 6= ∅. (2.-11)
Òàê êàê ïîñëåäîâàòåëüíîñòü ÷èñåë {λk}∞k=1 îãðàíè÷åíà, òî èç íåå ìîæíî âûäåëèòü ñõîäÿùóþñÿ ïîäïî-
ñëåäîâàòåëüíîñòü. Ïîýòîìó, áåç îãðàíè÷åíèÿ îáùíîñòè ìîæåì ñ÷èòàòü, ÷òî ïîñëåäîâàòåëüíîñòü {λk}∞k=1
ñõîäèòñÿ. Èç (1) ñëåäóåò, ÷òî óíêöèè ïîñëåäîâàòåëüíîñòè {νk}∞k=1 ðàâíîìåðíî îãðàíè÷åíû. Ïîýòîìó,
íà îñíîâàíèè íåïðåðûâíîñòè óíêöèè Υ íàéäåòñÿ êîíñòàíòà c0 > 0 òàêàÿ, ÷òî ‖Υ(t, νk(t))‖ ≤ c0,
t ∈ [0, T ], k ∈ N, è äëÿ ëþáûõ t1, t2 ∈ [0, T ], k ∈ N èìååì îöåíêó
‖νk(t2)− νk(t1)‖ = εk
∥∥∥∥∥∥∥
λkt2+(1−λkT )∫
λkt1+(1−λk)T
Υ(τ, zk(τ))dτ
∥∥∥∥∥∥∥ ≤ εkλk(t2 − t1)c0,
èç êîòîðîé ñëåäóåò, ÷òî óíêöèè ïîñëåäîâàòåëüíîñòè {νk}∞k=1 ðàâíîñòåïåííî íåïðåðûâíû. Çíà÷èò,
ïðèìåíÿÿ òåîðåìó Àðöåëà, èç ýòîé ïîñëåäîâàòåëüíîñòè ìîæíî âûäåëèòü ñõîäÿùóþñÿ ïîäïîñëåäîâà-
òåëüíîñòü. Ïîýòîìó ìû áåç îãðàíè÷åíèÿ îáùíîñòè ìîæåì ñ÷èòàòü, ÷òî ïîñëåäîâàòåëüíîñòü {νk}∞k=1
ñõîäèòñÿ. Ïîëîæèì λ0 = limk→∞ λk è ν0 = limk→∞ νk. Òîãäà λ0 ∈ [0, 1] è ν0([0, T ]) ∩ ∂U 6= ∅. Òàê êàê
ν˙k → 0 ïðè k → ∞, òî óíêöèÿ ν0 ïîñòîÿííà. Ñîîòíîøåíèå (1) ýêâèâàëåíòíî ñóùåñòâîâàíèþ ÷èñëà
tk ∈ [0, T ] òàêîãî, ÷òî νk(tk) ∈ ∂U. Òîãäà
Ω(T, 0, νk(tk)) = νk(tk), k ∈ N. (2.-11)
Âû÷èòàÿ èç ðàâåíñòâà (1), çàïèñàííîãî ïðè t = T , ýòî æå ðàâåíñòâî, çàïèñàííîå ïðè t = tn, ïîëó÷àåì
νk(T )− νk(tk) = εk
T∫
λktk+(1−λk)T
Υ(τ, νk(τ))dτ. (2.-11)
Íà îñíîâàíèè (1) âûðàæåíèå (1) ïðè t = T ìîæíî ïåðåïèñàòü â âèäå
νk(T )− νk(tk) = Ω(T, 0, νk(T ))− Ω(T, 0, νk(tk)) +
+εk
T∫
0
Υ(τ, zk(τ))dτ,
èëè
(I − Ω′(3)(T, 0, νk(tk)))(νk(T )− νk(tk)) =
= εk
T∫
0
Υ(τ, νk(τ))dτ + o(νk(tk), νk(T )− νk(tk)), (2.-13)
ãäå óíêöèÿ o(ξ, h) óäîâëåòâîðÿåò ñîîòíîøåíèþ
‖o(ξ, h)‖
‖h‖ → 0, ïðè ‖h‖ → 0, ξ ∈ R
2. (2.-13)
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Ïîäñòàâëÿÿ (1) â (2.-12), ïîëó÷àåì ðàâåíñòâî
(I − Ω′(3)(T, 0, νk(tk)))
T∫
λktk+(1−λk)T
Υ(τ, νk(τ))dτ =
=
T∫
0
Υ(τ, νk(τ))dτ +
o(νk(tk), νk(T )− νk(tk))
εk
. (2.-13)
Èç (1) ñëåäóåò, ÷òî íàéäåòñÿ êîíñòàíòà c > 0 òàêàÿ, ÷òî
‖νk(T )− νk(tk)‖ ≤ cεk.
Îòêóäà ∥∥∥∥o(νk(tk), νk(T )− νk(tk))εk
∥∥∥∥ ≤ c‖o(νk(tk), νk(T )− νk(tk))‖‖νk(T )− νk(tk)‖ . (2.-13)
Èç (1), ó÷èòûâàÿ òî, ÷òî çíà÷åíèÿ óíêöèé νk îãðàíè÷åíû ðàâíîìåðíî ïî k ∈ N, ñëåäóåò, ÷òî∥∥∥∥o(νk(tk), νk(T )− νk(tk))εk
∥∥∥∥→ 0 ïðè k →∞. (2.-13)
Ñîâåðøèâ, ó÷èòûâàÿ (1), ïðåäåëüíûé ïåðåõîä ïðè k →∞ â (2.-12), ïîëó÷èì
(I − Ω′(3)(T, 0, ξ0))
T∫
s
Υ(τ, ξ0)dτ =
T∫
0
Υ(τ, ξ0)dτ,
èëè
T∫
s
Ω′(3)(T, 0, ξ0)Ω
′
(3)(0, τ,Ω(τ, 0, ξ0))g(τ,Ω(τ, 0, ξ0))dτ −
−
0∫
s
Ω′(3)(0, τ,Ω(τ, 0, ξ0))g(τ,Ω(τ, 0, ξ0))dτ = 0, (2.-13)
ãäå s = limk→∞ (λktk + (1− λk)T ) ∈ [0, T ]. Ïîëüçóÿñü ëåììîé 2.2 ðàâåíñòâî (2.-12) ìîæíî ïåðåïèñàòü
â âèäå
η(T, s, ξ0)− η(0, s, ξ0) = 0,
â ÷åì ïðîòèâîðå÷èå ñ ïðåäïîëîæåíèåì òåîðåìû. Òàêèì îáðàçîì, ñóùåñòâóåò ε0 > 0 òàêîå, ÷òî ïðè âñåõ
ε ∈ (0, ε0] è λ ∈ [0, 1] êàæäîå ðåøåíèå óðàâíåíèÿ Dε(λ, ν) = ν óäîâëåòâîðÿåò óñëîâèþ ν(t) 6∈ ∂U ïðè
âñåõ t ∈ [0, T ]. Ïðè λ = 1 ïîëó÷åííûé ðåçóëüòàò ñîâïàäàåò ñ óòâåðæäåíèåì 1) òåîðåìû. Ïåðåéäåì ê
äîêàçàòåëüñòâó óòâåðæäåíèÿ 2). Êàê óæå ãîâîðèëîñü, äîêàçàííîå ñâîéñòâî îçíà÷àåò, â ÷àñòíîñòè, ÷òî
Dε(λ, ν) 6= 0, λ ∈ [0, 1], ν ∈ ∂WU , ε ∈ (0, ε0], (2.-13)
òî åñòü ïîëÿ I − Gε è I − Aε ãîìîòîïíû íà ãðàíèöå ìíîæåñòâà WU ïðè ε ∈ (0, ε0]. Îáîçíà÷èì ÷å-
ðåç C0([0, T ],R
2) ïîäïðîñòðàíñòâî ïðîñòðàíñòâà C([0, T ],R2), ñîñòîÿùåå èç âñåõ ïîñòîÿííûõ óíêöèé,
îïðåäåëåííûõ íà îòðåçêå [0, T ] è ïðèíèìàþùèõ çíà÷åíèÿ â R2. Èìååì Aε(∂WU ) ⊂ C0([0, T ],R2). Äàëåå,
ïî ïîñòðîåíèþ ìíîæåñòâî WU ñîäåðæèò óíêöèè, òîæäåñòâåííî ðàâíûå ïðîèçâîëüíîìó èêñèðîâàí-
íîìó ýëåìåíòó èç U. Íàêîíåö, èç (1) ïðè λ = 0 ïîëó÷àåì
Aε(ν) 6= ν, ν ∈ ∂WU , ε ∈ (0, ε0],
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îòêóäà, ó÷èòûâàÿ ñîîòíîøåíèå ∂(WU ∩C0([0, T ],R2)) ⊂ ∂WU , ñëåäóåò, ÷òî ïðè ε ∈ (0, ε0] ïîëå I −Aε íå
èìååò íóëåé íà ãðàíèöå ìíîæåñòâà WU ∩ C0([0, T ],R2). Ïîýòîìó, ïðè ε ∈ (0, ε0] çàêîííî ñóæåíèå ïîëÿ
I −Aε íà ïîäïðîñòðàíñòâî C0([0, T ],R2), ÷òî îçíà÷àåò
dC([0,T ],R2)(I −Aε,WU ) = dC0([0,T ],R2)(I −Aε,WU ∩ C0([0, T ],R2)), (2.-13)
ãäå â ëåâîé è ïðàâîé ÷àñòÿõ ðàâåíñòâà çàïèñàíû òîïîëîãè÷åñêèå ñòåïåíè â ïðîñòðàíñòâàõ C([0, T ],R2)
è C0([0, T ],R
2) ñîîòâåòñòâåííî.
Çàìåòèì, ÷òî ïîñòîÿííàÿ óíêöèÿ ν ∈ WU ∩C0([0, T ],R2) òîãäà è òîëüêî òîãäà ÿâëÿåòñÿ ðåøåíèåì
óðàâíåíèÿ Aεν = ν, êîãäà ýëåìåíò ξ = ν(0) ÿâëÿåòñÿ ðåøåíèåì óðàâíåíèÿ A
0
εξ = ξ, ãäå
A0εξ = Ω(T, 0, ξ) + ε
T∫
0
Υ(τ, ξ)dτ.
Ïðèìåíÿÿ òåîðåìó îá ýêâèâàëåíòíûõ óðàâíåíèÿõ ê óðàâíåíèÿì Aεν = ν è A
0
εξ = ξ, à çàòåì òåîðåìó î
ïåðåõîäå ê ïîäïðîñòðàíñòâó, ïðè ε ∈ (0, ε0] ïîëó÷àåì
dC0([0,T ],R2)(I −Aε,WU ∩ C0([0, T ],R2)) = dR2(I −A0ε, U). (2.-13)
Äëÿ âû÷èñëåíèÿ òîïîëîãè÷åñêîé ñòåïåíè dR2(I −A0ε, U) ïîëîæèì
A1,εξ = −ε
T∫
0
Υ(τ, ξ)dτ.
Òàê êàê (I −A0ε)(ξ) = A1,εξ, ξ ∈ ∂U, òî ïðè ε ∈ (0, ε0] èìååì
dR2(I −A0ε, U) = dR2(A1,ε, U). (2.-13)
Ïîêàæåì, ÷òî âåêòîðíûå ïîëÿ A1,ε è A1,1 ãîìîòîïíû íà ãðàíèöå ìíîæåñòâà U ïðè ε ∈ (0, ε0]. Çàäàäèì
ëèíåéíóþ äåîðìàöèþ
D1,ε(λ, ξ) = (λε+ 1− λ)
T∫
0
Υ(τ, ξ)dτ, ξ ∈ U
è óñòàíîâèì, ÷òî îíà íåâûðîæäåíà íà ãðàíèöå ìíîæåñòâà U. Ïðåäïîëîæèì ïðîòèâíîå, òîãäà äëÿ íåêî-
òîðûõ λ ∈ [0, 1], ξ ∈ ∂U è ε ∈ (0, ε0) áóäåì èìåòü
(λ0ε+ 1− λ)
T∫
0
Υ(τ, ξ)dτ = 0,
îòêóäà
T∫
0
Υ(τ, ξ)dτ = 0,
÷òî, â ñèëó ëåììû 2.2, ïðîòèâîðå÷èò óñëîâèÿì òåîðåìû. Òàêèì îáðàçîì, ïîëüçóÿñü ëåììîé 2.2,
dR2(A1,ε, U) = dR2(A1,1, U) = dR2(−η(T, 0, ·), U). (2.-13)
Ïîäñòàâëÿÿ (1) â (1), ïîëó÷àåì
dR2(I −A0ε, U) = dR2(−η(T, 0, ·), U), ε ∈ (0, ε0). (2.-13)
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Ïîäñòàâëÿÿ (1) â (1), ïîëüçóÿñü ãîìîòîïíîñòüþ ïîëåé I−Aε è I−Gε è ñîîòíîøåíèåì (1), îêîí÷àòåëüíî
èìååì
dC([0,T ],R2)(I −Gε,WU ) = dR2(−η(T, 0, ·), U), ε ∈ (0, ε0].
Íî ïîëå η(T, 0, ·) ïîëó÷àåòñÿ èç ïîëÿ −η(T, 0, ·) íåïðåðûâíûì ïîâîðîòîì âñåõ âåêòîðîâ íà 1800 ïðîòèâ
÷àñîâîé ñòðåëêè, ñëåäîâàòåëüíî
dR2(−η(T, 0, ·), U) = dR2(η(T, 0, ·), U).
Ïî îïðåäåëåíèþ ìíîæåñòâà U è, ïîëüçóÿñü íåçàâèñèìîñòüþ òîïîëîãè÷åñêîé ñòåïåíè îò ñïîñîáà åå
îïðåäåëåíèÿ (ñì. [15℄, óòâåðæäåíèå ñ. 17), èìååì dR2(η(T, 0, ·), U) = ind(x˜, η(T, 0, ·)) = ind(x˜, Φ˜).
Òåîðåìà äîêàçàíà.
Âñå ãîòîâî äëÿ òîãî, ÷òîáû ïåðåéòè ê äîêàçàòåëüñòâó òåîðåìû 2.1.
Ä î ê à ç à ò å ë ü ñ ò â î ò å î ð å ì û 2.1. Ïóñòü ε0 > 0 òî, î êîòîðîì ãîâîðèòñÿ â òåîðåìå 2.2,
òîãäà, ó÷èòûâàÿ òàêæå ëåììû 2.1 è 2.3,
d(Qε,WU ) = ind(x˜,Φ) äëÿ ëþáûõ ε ∈ (0, ε0]
è ïîëüçóÿñü ïðåäïîëîæåíèåì (B),
d(Qε,WU ) 6= 1, äëÿ ëþáûõ ε ∈ (0, ε0]. (2.-13)
Ïîëîæèì U−δ = U\Bδ(∂U), U+δ = U ∪ Bδ(∂U). Çäåñü è äàëåå ÷åðåç Bδ(D) îáîçíà÷åíà δ-îêðåñòíîñòü
ìíîæåñòâà D â íîðìå ñîäåðæàùåãî D ïðîñòðàíñòâà. Íà îñíîâàíèè óñëîâèÿ (C) ìîæíî çàèêñèðîâàòü
òàêîå δ0 > 0, ÷òî ïîðîæäàþùàÿ ñèñòåìà (1) íå èìååò T -ïåðèîäè÷åñêèõ ðåøåíèé ñ íà÷àëüíûìè óñëîâè-
ÿìè èç ∂U−δ ∪ ∂U+δ ïðè âñåõ δ ∈ (0, δ0]. Áåç îãðàíè÷åíèÿ îáùíîñòè ìîæåì ñ÷èòàòü, ÷òî δ0 > 0 âûáðàíî
äîñòàòî÷íî ìàëûì òàê, ÷òî U−δ 6= ∅. Ïî òåîðåìå Êàïåòòî-Ìàâåíà-Çàíîëèíà ([4℄, Ñëåäñòâèå 1) èìååì
d(Q0,WU−
δ
) = dR2(f, U
−
δ ) è d(Q0,WU+
δ
) = dR2(f, U
+
δ ) ïðè âñåõ δ ∈ (0, δ0].
Áåç îãðàíè÷åíèÿ îáùíîñòè ìîæíî ñ÷èòàòü, ÷òî ìàëîñòü δ0 > 0 äîñòàòî÷íà äëÿ òîãî, ÷òîáû
dR2(f, U
−
δ ) = dR2(f, U
+
δ ) = dR2(f, U), δ ∈ (0, δ0].
Ïî òåîðåìå Ïóàíêàðå (ñì. Ëåøåö [20, òåîðåìà 11.1℄ èëè Êðàñíîñåëüñêèé è äð. [17, òåîðåìà 2.3℄) èìååì
dR2(f, U) = 1, ïîýòîìó
d(Q0,WU−
δ
) = d(Q0,WU+
δ
) = 1 ïðè âñåõ δ ∈ (0, δ0].
Òàêèì îáðàçîì, êàæäîìó δ ∈ (0, δ0] ñîîòâåòñòâóåò εδ > 0 òàêîå, ÷òî
d(Qε,WU−
δ
) = d(Qε,WU+
δ
) = 1 ïðè âñåõ ε ∈ (0, εδ] è δ ∈ (0, δ0]. (2.-13)
Áåç îãðàíè÷åíèÿ îáùíîñòè ìîæíî ñ÷èòàòü, ÷òî εδ < ε0 ïðè âñåõ δ ∈ (0, δ0]. Òîãäà, èç (1) è (1) ïîëó÷àåì,
÷òî ïðè âñåõ δ ∈ (0, δ0] è ε ∈ (0, εδ] ñèñòåìà (1) èìååò, ïî êðàéíåé ìåðå, äâà T -ïåðèîäè÷åñêèõ ðåøåíèÿ
xε,1 ∈ WU\WU−
δ
è xε,2 ∈ WU+
δ
\WU . Èç ýòîãî, â ÷àñòíîñòè, èìååì xε,1(0) ∈ U, xε,2(0) 6∈ U è, èñïîëüçóÿ
óòâåðæäåíèå 1) òåîðåìû 2.2, çàêëþ÷àåì, ÷òî xε,1(t) ∈ U, xε,2(t) 6∈ U ïðè âñåõ t ∈ [0, T ].
Òåîðåìà äîêàçàíà.
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3. Âû÷èñëåíèå èíäåêñà
1
Â íàñòîÿùåì ïàðàãðàå ïîêàçûâàåòñÿ, ÷òî åñëè óíêöèÿ M èìååò ðîâíî äâà íóëÿ íà èíòåðâà-
ëå [0, T ), òî ïðîâåðêà óñëîâèÿ (B) îòëè÷èÿ îò +1 èíäåêñà Ïóàíêàðå, ó÷àñòâóþùåãî â îðìóëèðîâêå
òåîðåìû 2.1, ñâîäèòñÿ ê ïðîâåðêå àëãåáðàè÷åñêîãî íåðàâåíñòâà. Îñíîâíûì áóäåò ÿâëÿòüñÿ ñëåäóþùåå
óòâåðæäåíèå.
Ò å î ð å ì à 3.1. Ïóñòü âîçìóùåíèå â (1) íåïðåðûâíî. Ïðåäïîëîæèì, ÷òî óíêöèÿ ME èìååò ðîâíî
äâà íóëÿ θ1 è θ2 íà èíòåðâàëå [0, T ). Òîãäà, åñëè ME ñòðîãî ìîíîòîííà â òî÷êàõ θ1 è θ2 è
MA(θ1) ·MA(θ2) < 0,
òî ëèáî ind(x˜,Φ) = 0, ëèáî ind(x˜,Φ) = 2.
Äîêàçàòåëüñòâî òåîðåìû îñíîâàíî íà ñëåäóþùåé ëåììå.
Ë å ì ì à 3.1. (ñì. [21℄, Ëåììà 5) Ïóñòü q : [0, T ]→ R2, q(0) = q(T )  æîðäàíîâà êðèâàÿ è ψ : R2 → R2
 íåïðåðûâíîå âåêòîðíîå ïîëå òàêîå, ÷òî ψ(q(t)) 6= 0 äëÿ êàæäîãî t ∈ [0, T ]. Ïðåäïîëîæèì, ÷òî
ñóùåñòâóåò íàïðàâëÿþùàÿ óíêöèÿ z : [0, T ]→ R2, z(0) = z(T ) òàêàÿ, ÷òî:
1) 〈z(θ), q˙(θ)〉 6= 0 äëÿ êàæäîãî θ ∈ [0, T ],
2) ñêàëÿðíàÿ óíêöèÿ α(θ) = 〈ψ(q(θ)), z(θ)〉 èìååò ðîâíî äâà íóëÿ θ1, θ2 íà èíòåðâàëå [0, T ) è
ñòðîãî ìîíîòîííà â ýòèõ òî÷êàõ,
3) sign
〈
ψ(q(θ1)),
 z2(θ1)
−z1(θ1)
〉 = −sign〈ψ(q(θ2)),
 z2(θ2)
−z1(θ2)
〉 .
Òîãäà ëèáî ind(q, ψ) = 0, ëèáî ind(q, ψ) = 2.
Îòìåòèì, ÷òî ëåììà 3.1 ÿâëÿåòñÿ óòî÷íåíèåì òåîðåìû Áîðñóêà-Óëàìà [2℄ î ÷åòíûõ âåêòîðíûõ ïîëÿõ
äëÿ ðàññìàòðèâàåìîãî ñïåöèàëüíîãî ñëó÷àÿ.
Ä î ê à ç à ò å ë ü ñ ò â î ò å î ð å ì û 3.1. Èñïîëüçóåì ëåììó 3.1. Äëÿ ýòîãî âûáåðåì q = x˜, ψ = Φ,
z = ˙˜x. Èìååì
α(θ) = −ME(θ) è
〈
Φ(x˜(θ)),
 ˙˜x2(θ)
− ˙˜x1(θ)
〉 = −〈Φ(x˜(θ)), ˙˜x(θ)⊥〉 = −MA(θ).
Òî åñòü óñëîâèÿ ëåììû 3.1 ñîâïàäàþò ñ ïðåäïîëîæåíèÿìè äîêàçûâàåìîé òåîðåìû, ÷òî çàâåðøàåò äî-
êàçàòåëüñòâî.
Ç à ì å ÷ à í è å 3.1 Âåðíà òåîðåìà, ïîëó÷åííàÿ èç òåîðåìû 3.1 çàìåíîé MA íà ME è, ñîîòâåò-
ñòâåííî, ME íà MA.
Ç à ì å ÷ à í è å 3.2 Àíàëîãè÷íûå òåîðåìå 3.1 óòâåðæäåíèÿ ìîãóò áûòü äîêàçàíû â ñëó÷àå, êîãäà
óíêöèÿ ME èìååò ïðîèçâîëüíîå ÷èñëî íóëåé. Â ýòîì ñëó÷àå íåîáõîäèìî òðåáîâàòü, ÷òîáû çíàêè
óíêöèè MA â ýòèõ íóëÿõ ïîäõîäÿùèì îáðàçîì ÷åðåäîâàëèñü.
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4. Ñîïîñòàâëåíèå ñ òåîðåìàìè Ìàëêèíà è Ìåëüíèêîâà
1
Â ïåðâóþ î÷åðåäü ìû óñòàíîâèì, ÷òî óíêöèÿ MA ñîâïàäàåò ñ óíêöèåé Ìàëêèíà â ñëó÷àå, êîãäà
âûïîëíåíû óñëîâèÿ Ìàëêèíà (CMA), à óíêöèÿ ME ñ óíêöèåé Ìåëüíèêîâà â ñëó÷àå, êîãäà âûïîë-
íåíû óñëîâèÿ Ìåëüíèêîâà (CME) è íåêîòîðûå äîïîëíèòåëüíûå ñâîéñòâà ñèììåòðèè.
Â ðàáîòå [23℄ È. . Ìàëêèí â ïðåäïîëîæåíèè (CMA) îïðåäåëÿåò áèóðêàöèîííóþ óíêöèþ M˜A êàê
(ñì. [23℄, îðìóëà 3.13)
M˜A(θ) =
T∫
0
〈˜˜z(τ), g(τ − θ, x˜(τ))〉 dτ,
ãäå
˜˜z  T -ïåðèîäè÷åñêîå ðåøåíèå ñîïðÿæåííîé ñèñòåìû (1), óäîâëåòâîðÿþùåå óñëîâèþ〈˜˜z(0), ˙˜x(0)〉 = 1. (4.0)
Â [23℄ îòìå÷àåòñÿ, ÷òî òàêîé âûáîð âñåãäà âîçìîæåí (ñì. [23℄, îðìóëû 2.13 è 3.7). Ïðè óñëîâèè (CMA)
òàêîé âûáîð íåîáõîäèìî åäèíñòâåíåí, òî åñòü óíêöèÿ Ìàëêèíà îïðåäåëåíà îäíîçíà÷íî. Â ýòîé æå
ðàáîòå Ìàëêèí ïðåäëàãàåò ñëåäóþùèé ðåçóëüòàò (ñì. [23℄, óòâåðæäåíèå ñ. 638).
Ò å î ð å ì à Ì à ë ê è í à. Ïóñòü ïðàâàÿ ÷àñòü âîçìóùåííîé ñèñòåìû (1) íåïðåðûâíî äèåðåíöè-
ðóåìà è âûïîëíåíû óñëîâèÿ Ìàëêèíà (CMA). Åñëè âîçìóùåííàÿ ñèñòåìà (1) èìååò ïðè äîñòàòî÷íî
ìàëûõ ε > 0 T -ïåðèîäè÷åñêîå ðåøåíèå x˜ε òàêîå, ÷òî
x˜ε(t)→ x˜θ0(t) ïðè ε→ 0, (4.0)
òî
M˜A(θ0) = 0.
Åñëè æå âìåñòå ñ óêàçàííûì íåîáõîäèìûì óñëîâèåì íóëü θ0 ÿâëÿåòñÿ ïðîñòûì, òî åñòü M˜A
′(θ0) 6=
0, òî ïðè âñåõ äîñòàòî÷íî ìàëûõ ε > 0 âîçìóùåííàÿ ñèñòåìà (1) äåéñòâèòåëüíî èìååò T -ïåðèîäè÷åñêîå
ðåøåíèå x˜ε, óäîâëåòâîðÿþùåå (1).
Ñëåäóþùåå óòâåðæäåíèå äàåò óñëîâèå, ïðè êîòîðûõ M sA(θ) íå çàâèñèò îò s è ñîâïàäàåò ñ M˜A.
Ë å ì ì à 4.1 Ïóñòü âûïîëíåíî óñëîâèå Ìàëêèíà (CMA). Åñëè ŷ ÿâëÿåòñÿ ñîáñòâåííîé óíêöèåé ëè-
íåàðèçîâàííîé ñèñòåìû (1), òî ðåøåíèå ẑ  T -ïåðèîäè÷åñêîå. Â ÷àñòíîñòè,
M sA(θ) = M˜A(θ) ïðè âñåõ s, θ ∈ [0, T ].
Ä î ê à ç à ò å ë ü ñ ò â î. Ïóñòü
˜˜z  T -ïåðèîäè÷åñêàÿóíêöèÿ, ó÷àñòâóþùàÿ â îïðåäåëåíèè óíêöèè M˜A,
è, ñëåäîâàòåëüíî, óäîâëåòâîðÿþùàÿ (1). Òàê êàê ŷ  ñîáñòâåííàÿ óíêöèÿ ñèñòåìû (1), òî, ó÷èòûâàÿ
óñëîâèå (CMA), ñóùåñòâóåò ρ 6= 1 òàêîå, ÷òî
ŷ(T ) = ρŷ(0).
Íî, â ñèëó ëåììû Ïåððîíà (ñì. [34℄ èëè [9, Se. III, 12℄),〈˜˜z(0), ŷ(0)〉 = 〈˜˜z(T ), ŷ(T )〉 ,
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÷òî âîçìîæíî òîëüêî â ñëó÷àå, êîãäà 〈˜˜z(0), ŷ(0)〉 = 0.
Ñ äðóãîé ñòîðîíû ïî îïðåäåëåíèþ ẑ〈
ẑ(0), ˙˜x(0)
〉
= 1 è 〈ẑ(0), ŷ(0)〉 = 0.
Òàêèì îáðàçîì, âåêòîðû ẑ(0) è ˜˜z(0) â ñêàëÿðíîì ïðîèçâåäåíèè êàê ñ âåêòîðîì ˙˜x(0), òàê è ñ âåêòîðîì
ŷ(0) ïðèíèìàþò îäíè è òå æå çíà÷åíèÿ. Ñëåäîâàòåëüíî ẑ(0) = ˜˜z(0).
Ëåììà äîêàçàíà.
Òàêèì îáðàçîì, ïðè âûïîëíåíèè óñëîâèé ëåììû 4.1 ïðîâåðêà óñëîâèé òåîðåìû 2.1 óïðîùàåòñÿ.
Îáðàòèìñÿ òåïåðü ê ñëó÷àþ Ìåëüíèêîâà (CME). Â ðàáîòå [26℄ Ìåëüíèêîâ ââîäèò óíêöèþ (ñì. [26℄,
îðìóëà äëÿ A0(v), . 42)
M˜E(θ) =
T∫
0
det
∥∥∥( ˙˜x(τ), g(τ − θ, x˜(τ)))∥∥∥ dτ.
è óñòàíàâëèâàåò ñëåäóþùèé ðåçóëüòàò (ñì. [26℄, Ëåììà 7).
Ò å î ð å ì à Ì å ë ü í è ê î â à. Ïóñòü ïðàâàÿ ÷àñòü âîçìóùåííîé ñèñòåìû (1) äâàæäû
íåïðåðûâíî äèåðåíöèðóåìà è öèêë x˜ âëîæåí â íåêîòîðîå ñåìåéñòâî öèêëîâ ïîðîæäàþùåé ãàìèëü-
òîíîâîé ñèñòåìû (1). Ïóñòü âûïîëíåíû óñëîâèÿ Ìåëüíèêîâà (CME). Åñëè âîçìóùåííàÿ ñèñòåìà (1)
èìååò ïðè äîñòàòî÷íî ìàëûõ ε > 0 T -ïåðèîäè÷åñêîå ðåøåíèå x˜ε, ñõîäÿùååñÿ ê öèêëó x˜ ïðè ε → 0 ñ
òî÷íîñòüþ äî ñäâèæêè, òî ñóùåñòâóåò θ0 ∈ [0, T ] òàêîå, ÷òî
M˜E(θ0) = 0.
Åñëè æå âìåñòå ñ óêàçàííûì íåîáõîäèìûì óñëîâèåì íóëü θ0 ÿâëÿåòñÿ ïðîñòûì, òî åñòü M˜E
′(θ0) 6=
0, òî ïðè âñåõ äîñòàòî÷íî ìàëûõ ε > 0 âîçìóùåííàÿ ñèñòåìà (1) äåéñòâèòåëüíî èìååò T -ïåðèîäè÷åñêîå
ðåøåíèå x˜ε òàêîå, ÷òî âûïîëíåíî (1).
Íà ñàìîì äåëå, â öèòèðîâàííîé ðàáîòå Ìåëüíèêîâ ðàññìàòðèâàë ñëó÷àé àíàëèòè÷åñêèõ ïðàâûõ
÷àñòåé, íî äëÿ èíòåðåñóþùåãî íàñ óòâåðæäåíèÿ äåéñòâèòåëüíî äîñòàòî÷íî òðåáîâàòü äâîéíîé íåïðå-
ðûâíîé äèåðåíöèðóåìîñòè, ñîîòâåòñòâóþùàÿ îðìóëèðîâêà è äîêàçàòåëüñòâî èìååòñÿ, íàïðèìåð,
â [8℄, òåîðåìà 4.6.2.
Äëÿ óíêöèè M sE óñëîâèÿ åå íåçàâèñèìîñòè îò s è ñîâïàäåíèÿ ñ M˜E ïîëó÷àþòñÿ íåîäèíàêîâûìè.
Ê âûâîäó óêàçàííûõ óñëîâèé ìû ïåðåõîäèì.
Óñòàíîâèì âíà÷àëå îäíî âñïîìîãàòåëüíîå óòâåðæäåíèå.
Ë å ì ì à 4.2. Ïðåäïîëîæèì, ÷òî T -ïåðèîäè÷åñêàÿ ñèñòåìà
u˙ = A(t)u, u ∈ R2 (4.0)
èìååò ìóëüòèïëèêàòîð +1 àëãåáðàè÷åñêîé êðàòíîñòè 2, è u˜  T -ïåðèîäè÷åñêîå ðåøåíèå ýòîé ñè-
ñòåìû òàêîå, ÷òî
u˜1(0) = 0, u˜2(0) 6= 0.
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Òîãäà äëÿ ðåøåíèÿ û ñèñòåìû (4.2), óäîâëåòâîðÿþùåãî óñëîâèþ
û1(0) 6= 0, û2(0) = 0,
ñïðàâåäëèâà îðìóëà
û(t+ T ) = û(t) +
û2(T )
u˜2(0)
u˜(t), t ∈ R.
Ä î ê à ç à ò å ë ü ñ ò â î. Îáîçíà÷èì ÷åðåç X íîðìèðîâàííóþ (X(0) = I) óíäàìåíòàëüíóþ ìàòðèöó
ñèñòåìû (4.2). Òàê êàê X(T0)
 0
1
 =
 0
1
 , òî X(T0) =
 a 0
b 1
 . Ïî óñëîâèþ ëåììû X(T ) èìååò
äâà ñîáñòâåííûõ çíà÷åíèÿ +1, çíà÷èò X(T0) =
 1 0
b 1
 , ãäå b ∈ R  íåêîòîðîå ÷èñëî. Èìååì
X(t+ T0)û(0) = X(t)X(T0)û(0) = X(t)
 1 0
b 1
 û(0) = X(t)û(0) +X(t)
 0
bû1(0)
 =
= X(t)û(0) +
bû1(0)
u˜2(0)
u˜(t).
Â òî æå âðåìÿ
X(T0)û(0) =
 1 0
b 1
 û(0) = û(0) +
 0
bû1(0)
 ,
îòêóäà bû1(0) = û2(T ). Ëåììà äîêàçàíà.
Ñëåäóþùàÿ ëåììà óòâåðæäàåò, ÷òî âûïîëíåíèå óñëîâèÿ Ìåëüíèêîâà (CME) äîñòàòî÷íî äëÿ íåçà-
âèñèìîñòè M sE(θ) îò s (â ñëó÷àå Ìàëêèíà áûëè íóæíû äîïîëíèòåëüíûå óñëîâèÿ, ñì. ëåììó 4.2).
Ë å ì ì à 4.3. Åñëè àëãåáðàè÷åñêàÿ êðàòíîñòü ìóëüòèïëèêàòîðà +1 ëèíåàðèçîâàííîé ñèñòåìû (1)
ðàâíà 2, òî ðåøåíèå z˜ ÿâëÿåòñÿ T -ïåðèîäè÷åñêèì. Â ÷àñòíîñòè, M sE(θ) íå çàâèñèò îò s.
Óñëîâèå ëåììû 4.3 âûïîëíåíî êàê â ñëó÷àå Ìåëüíèêîâà (CME), òàê è â âûðîæäåííîì ñëó÷àå, êîãäà
êàæäîå ðåøåíèå ñèñòåìû (1) ÿâëÿåòñÿ T -ïåðèîäè÷åñêèì.
Ä î ê à ç à ò å ë ü ñ ò â î ë å ì ì û 4.3. Ïóñòü θ ∈ [0, T ] òàêîâî, ÷òî
˙˜x1(θ) = 0. (4.-2)
Òîãäà óíêöèÿ
˙˜xθ ÿâëÿåòñÿ ðåøåíèåì ñèñòåìû
y˙ = f ′ (x˜(t+ θ)) y (4.-2)
ñ íà÷àëüíûìè óñëîâèåì
˙˜xθ1(0) = 0. Îáîçíà÷èì ÷åðåç
̂̂y ðåøåíèå ñèñòåìû (1) ñ íà÷àëüíûì óñëîâèåì̂̂y(0) = (1, 0). Èñïîëüçóÿ ëåììó 4.2, çàêëþ÷àåì, ÷òî
̂̂y(T ) = ̂̂y(0) + ̂̂y2(T )
˙˜x2θ(0)
˙˜xθ(T ). (4.-2)
Åñëè
̂̂y2(T ) = 0, òî èç (1) èìååì, ÷òî êàæäîå ðåøåíèå ñèñòåìû (1), à çíà÷èò è ñèñòåìû (1), ÿâëÿåòñÿ
T -ïåðèîäè÷åñêèì. àññìîòðèì ñëó÷àé, êîãäà
̂̂y2(T ) 6= 0. (4.-2)
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Â ñèëó òåîðåìû î ïåðèîäè÷åñêèõ ðåøåíèÿõ ñîïðÿæåííîé ñèñòåìû (ñì. [9, ë. III, 23, òåîðåìà 2℄),
ñèñòåìà
z˙ = − (f ′ (x˜(t+ θ)))∗ z (4.-2)
èìååò ïî êðàéíåé ìåðå îäíî T -ïåðèîäè÷åñêîå ðåøåíèå, îáîçíà÷èì ýòî ðåøåíèå ÷åðåç ˜˜z. Äîìíîæàÿ
ðàâåíñòâî (1) ñêàëÿðíî íà
˜˜z, ïîëó÷àåì〈
ŷθ(T ), ˜˜z(T )〉 = 〈ŷθ(0), ˜˜z(T )〉+ ŷθ2(T )
˙˜x2θ(0)
〈
˙˜xθ(t), ˜˜z(T )〉 = 〈ŷθ(0), ˜˜z(0)〉+ ŷθ2(T )
˙˜x2θ(0)
˙˜xθ2(0)
˜˜z2(0).
Íî â ñèëó ëåììû Ïåððîíà (ñì. [34℄ èëè [9, Se. III, 12℄)
〈
ŷθ(T ), ˜˜z(T )〉 = 〈ŷθ(0), ˜˜z(0)〉 , ïîýòîìó ˜˜z2(0) = 0.
Ó÷èòûâàÿ (1), çàêëþ÷àåì
〈
˙˜xθ(0), ˜˜z(0)〉 = 0 èëè〈
˙˜x(0), ˜˜z−θ(0)〉 = 0.
Ñëåäîâàòåëüíî, âåêòîðû
˜˜z−θ(0) è z˜(0) ëèíåéíî çàâèñèìû, òî åñòü ñóùåñòâóåò a 6= 0 òàêîå, ÷òî z˜(0) =
a˜˜z−θ(0). Íî îáå óíêöèè ˜˜z−θ è z˜ ÿâëÿåòñÿ ðåøåíèÿìè îäíîé è òîé æå ñîïðÿæåííîé ñèñòåìû (1),
ïîýòîìó
z˜(t) = a˜˜z−θ(t) ïðè âñåõ t ∈ [0, T ],
â ÷àñòíîñòè, óíêöèÿ z˜  T -ïåðèîäè÷åñêàÿ.
Ëåììà äîêàçàíà.
Íàêîíåö, ïðåäúÿâèì óñëîâèÿ, ïðè êîòîðûõ ME = M˜E.
Ë å ì ì à 4.4. Ïóñòü âûïîëíåíî óñëîâèå Ìåëüíèêîâà (CME). Ïðåäïîëîæèì, ÷òî äëÿ âñåõ ξ ∈ R2
âûïîëíåíî
f1(ξ) = f1(−ξ1, ξ2), (4.-2)
f2(ξ) = −f2(−ξ1, ξ2), (4.-2)
(f1)
′
(1)(ξ) = −(f2)′(2)(ξ). (4.-2)
Òîãäà äëÿ ëþáîãî θ ∈ R èìååì
ẑ(θ) =
 ŷ2(θ)
−ŷ1(θ)
 , z˜(θ) =
 − ˙˜x2(θ)
˙˜x1(θ)

è, â ÷àñòíîñòè,
M sE(θ) = M˜E(θ),
M sA(θ) = −
s∫
s−T
det ‖(ŷ(τ), g(τ − θ, x˜(τ)))‖ dτ, s, θ ∈ [0, T ].
Äëÿ äîêàçàòåëüñòâà ëåììû 4.4 áóäåò èñïîëüçîâàíî ñëåäóþùåå óòâåðæäåíèå.
Ë å ì ì à 4.5. àññìîòðèì ëèíåéíóþ ñèñòåìó y˙1
y˙2
 =
 a(t) d(t)
b(t) −a(t)
 y1
y2

(4.-4)
Ïðåäïîëîæèì, ÷òî a(−t) = −a(t), b(−t) = b(t), d(−t) = d(t) äëÿ ëþáûõ t ∈ [c1, c2]. Òîãäà, åñëè y
 íåêîòîðîå ðåøåíèå ñèñòåìû (4.5), òî óíêöèÿ z(t) = (y2(−t), y1(−t)) óäîâëåòâîðÿåò íà îòðåçêå
[c1, c2] ñîïðÿæåííîé ê (4.5) ñèñòåìå.
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Ñïðàâåäëèâîñòü ëåììû 4.5 ïðîâåðÿåòñÿ íåïîñðåäñòâåííî ïîäñòàíîâêîé ðåøåíèÿ z(t) = (y2(−t), y1(−t))
â ñîïðÿæåííóþ ñèñòåìó.
Ä î ê à ç à ò å ë ü ñ ò â î ë å ì ì û 4.4. Ïóñòü τ ∈ [0, T ] òàêîâî, ÷òî
x˜τ1(0) = 0.
Ïîëüçóÿñü óñëîâèÿìè (4.4) è (4.4), ëåãêî ïðîâåðèòü, ÷òî óíêöèÿ p(t) = (−x˜τ1(−t), x˜τ2(−t)) ÿâëÿåòñÿ
ðåøåíèåì ïîðîæäàþùåé ñèñòåìû (1). Íî p(0) = x˜τ (0), ñëåäîâàòåëüíî
(−x˜τ1(−t), x˜τ2(−t)) = x˜τ (t) äëÿ ëþáîãî t ∈ [0, T ]. (4.-4)
àññìîòðèì ëèíåàðèçîâàííóþ íà x˜τ ïîðîæäàþùóþ ñèñòåìó (1) y˙1
y˙2
 =
 (f1)′(1)(x˜τ (t)) (f1)′(2)(x˜τ (t))
(f2)
′
(1)(x˜
τ (t)) (f2)
′
(2)(x˜
τ (t))
 y1
y2

(4.-4)
Èç óñëîâèÿ (4.4) ñëåäóåò, ÷òî
(f1)
′
(1)(x˜
τ (t)) = −(f2)′(2)(x˜τ (t)).
Èç (4.4) èìååì −(f1)′(1)(−ξ1, ξ2) = (f1)′(1)(ξ1, ξ2) è, ó÷èòûâàÿ (1), ïîëó÷àåì
(f1)
′
(1)(x˜
τ (t)) = −(f1)′(1)(x˜τ (−t)). (4.-4)
Èç (4.4) èìååì −(f2)′(1)(ξ1, ξ2) = (f2)′(1)(−ξ1, ξ2) è, ó÷èòûâàÿ (1), ïîëó÷àåì
(f2)
′
(1)(x˜
τ (−t)) = (f2)′(1)(x˜τ (t)). (4.-4)
Íàêîíåö, èç (4.4) èìååì (f1)
′
(2)(−ξ1, ξ2) = (f1)′(2)(ξ1, ξ2) è, ó÷èòûâàÿ (1), ïîëó÷àåì
(f1)
′
(2)(x˜
τ (t)) = (f1)
′
(2)(x˜
τ (−t)). (4.-4)
Òàêèì îáðàçîì, âûïîëíåíû óñëîâèÿ ëåììû 4.5, íà îñíîâàíèè êîòîðîé ïîëó÷àåì, ÷òî óíêöèè
̂̂zτ (t) =
 ŷτ2 (−t)
ŷτ1 (−t)

è
˜˜zτ (t) =
 ˙˜x2τ (−t)
˙˜x1
τ (−t)

óäîâëåòâîðÿþò ñîïðÿæåííîé ê (1) ñèñòåìå
z˙ = − (f ′(x˜τ (t))) z. (4.-4)
Èç (1) äëÿ ëþáîãî t ∈ [0, T ] èìååì
˙˜x1
τ (−t) = ˙˜x1τ (t), − ˙˜x2τ (−t) = ˙˜x2τ (t). (4.-4)
Ïîêàæåì, ÷òî âìåñòå ñ ŷτ ðåøåíèåì ñèñòåìû (1) ÿâëÿåòñÿ óíêöèÿ p(t) = (−ŷτ1 (−t), ŷτ2 (−t)). Äåéñòâè-
òåëüíî, èç (1) è (1) èìååì
p˙1(t) = −(f1)′(1)(x˜τ (t))yτ1 (−t) + (f1)′(2)(x˜τ (t))yτ2 (−t),
è èç (1), (4.4) è (1) èìååì
p˙2(t) = −(f2)′(1)(x˜τ (t))yτ1 (−t) + (f2)′(2)(x˜τ (t))yτ2 (−t).
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Âìåñòå ñ òåì, èç òîãî, ÷òî
〈̂̂z0(0), x˜0(0)〉 = 0 â ñèëó ëåììû Ïåððîíà (ñì. [34℄ èëè [9, Se. III, 12℄) èìååì〈̂̂zτ (0), x˜τ (0)〉 = 0, òî åñòü 〈 ŷτ2 (0)
ŷτ1 (0)
 , x˜τ (0)〉 = 0.
Íî x˜τ1(0) = 0, ïîýòîìó èç ïîñëåäíåãî ðàâåíñòâà çàêëþ÷àåì, ÷òî ŷ
τ
1 (0) = 0. Ïîëó÷åííîå ñâîéñòâî ïîçâî-
ëÿåò óòâåðæäàòü, ÷òî p(0) = ŷτ (0), ïîýòîìó
(−ŷτ1 (−t), ŷτ2 (−t)) = ŷτ (t), t ∈ R. (4.-4)
Íà îñíîâàíèè (1) è (1) óíêöèè
̂̂zτ è ˜˜zτ ìîæíî ïåðåïèñàòü â âèäå
̂̂zτ (t) =
 ŷτ2 (t)
−ŷτ1 (t)

è
˜˜zτ (t) =
 − ˙˜x2τ (t)
˙˜x1
τ (t)
 .
Òàê êàê óíêöèè
̂̂zτ è ˜˜zτ ÿâëÿþòñÿ ðåøåíèÿìè ñîïðÿæåííîé ñèñòåìû (1), òî óíêöèè ̂̂z è ˜˜z ÿâëÿþòñÿ
ðåøåíèÿìè ñîïðÿæåííîé ñèñòåìû (1). Íî
̂̂z(0) =
 ŷ2(0)
−ŷ1(0)
 = 1‖ ˙˜x(0)‖2 ˙˜x(0) = ẑ(0),
˜˜z(0) =
 − ˙˜x2(0)
˙˜x1(0)
 = z˜(0),
ñëåäîâàòåëüíî,
ẑ(t) =
 ŷ2(t)
−ŷ1(t)
 , z˜(t) =
 − ˙˜x2(t)
˙˜x1(t)
 .
Ëåììà äîêàçàíà.
Òàêèì îáðàçîì, âûïîëíåíèå óñëîâèé ñèììåòðèè ëåììû 4.4 íå òîëüêî ïðèâîäèò óíêöèþ ME ê
êëàññè÷åñêîé, íî è óïðîùàåò âû÷èñëåíèå óíêöèèM sA.Ïðèâåäåì îäíî ñëåäñòâèå èç ëåììû 4.2, êîòîðîå
òàêæå ìîæåò áûòü èñïîëüçîâàíî äëÿ óïðîùåíèÿ âû÷èñëåíèÿ óíêöèè M sA.
Ñ ë å ä ñ ò â è å 4.1. Ïóñòü àëãåáðàè÷åñêàÿ êðàòíîñòü ìóëüòèïëèêàòîðà +1 ëèíåàðèçîâàííîé ñèñòå-
ìû (1) ðàâíà 2 è ẑ2(0) = 0. Òîãäà
M sA(θ) =M
T
A (0)−
ẑ2(T )
z˜2(0)
T∫
s+θ
〈z˜(τ), g(τ − θ, x˜(τ))〉 dτ.
Ä î ê à ç à ò å ë ü ñ ò â î. Èñïîëüçóÿ çàìåíó ïåðåìåííûõ t = τ + T â èíòåãðàëå è ëåììó 4.2, ìîæåì
ïðîâåñòè ñëåäóþùåå ïðåîáðàçîâàíèå
M sA(θ) =
s+θ∫
s−T+θ
〈ẑ(τ), g(τ − θ, x˜(τ))〉 dτ =
=
s+θ∫
0
〈ẑ(τ), g(τ − θ, x˜(τ))〉 dτ +
0∫
s−T+θ
〈ẑ(τ), g(τ − θ, x˜(τ))〉 dτ =
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=s+θ∫
0
〈ẑ(τ), g(τ − θ, x˜(τ))〉 dτ +
T∫
s+θ
〈ẑ(t− T ), g(t− θ, x˜(t))〉 dt =
=
s+θ∫
0
〈ẑ(τ), g(τ − θ, x˜(τ))〉 dτ +
T∫
s+θ
〈(
ẑ(t)− ẑ2(T )
z˜2(0)
z˜(t)
)
, g(t− θ, x˜(t))
〉
dt =
=
T∫
0
〈ẑ(τ), g(τ − θ, x˜(τ))〉 dτ − ẑ2(T )
z˜2(0)
T∫
s+θ
〈z˜(t), g(t− θ, x˜(t))〉 dt =
=MTA (θ) −
ẑ2(T )
z˜2(0)
T∫
s+θ
〈z˜(t), g(t− θ, x˜(t))〉 dt.
Ñëåäñòâèå äîêàçàíî.
Çàêîí÷èâ ñîïîñòàâëåíèå óíêöèéM sA è M
s
E ñ êëàññè÷åñêèìè óíêöèÿìè M˜A è M˜E ñîîòâåòñòâåííî
Ìàëêèíà è Ìåëüíèêîâà, ïåðåõîäèì ê ñîïîñòàâëåíèþ òåîðåìû 2.1 ñ ñîîòâåòñòâóþùèìè êëàññè÷åñêèìè
òåîðåìàìè. Èìåííî, ïðè ïîìîùè íåñêîëüêèõ ïðèìåðîâ áóäóò ñîïîñòàâëåíû çàêëþ÷åíèÿ, ê êàêèì ïðè-
âîäèò òåîðåìà Ìåëüíèêîâà è ê êàêèì òåîðåìà 2.1. Ñîâåðøåííî ïîíÿòíî, ÷òî çàìåíîé ïîðîæäàþùèõ
ñèñòåì ïðåäëàãàåìûõ ïðèìåðîâ íà ïîäõîäÿùèå ñèñòåìû, äîïóñêàþùèå T -ïåðèîäè÷åñêèé ïðåäåëüíûé
öèêë, ñîïîñòàâëåíèå òåîðåìû 2.1 ìîæåò áûòü ïðîâåäåíî è ñ òåîðåìîé Ìàëêèíà. Â êà÷åñòâå òàêîé ïîä-
õîäÿùåé ñèñòåìû ìîæåò áûòü ðàññìîòðåíà, íàïðèìåð, ñèñòåìà x˙1
x˙2
 =
 x2 + x1(x21 + x22 − 1)
−x1 + x2(x21 + x22 − 1)
 ,
äîïóñêàþùàÿ åäèíñòâåííûé öèêë x˜(θ) = (sin(θ), cos(θ)), è äëÿ êîòîðîé, â ÷àñòíîñòè, âûïîëíåíû óñëî-
âèÿ ëåììû 4.1 (ñì. [13℄, îðìóëà 37). Ïîäðîáíîå ñîïîñòàâëåíèå ñ îäíîé ëèøü òåîðåìîé Ìåëüíèêîâà â
íàñòîÿùåé ðàáîòå ìîòèâèðîâàíî åùå è òåì, ÷òî íåäàâíî ìû ïîëó÷èëè îáîáùåíèå ñîðìóëèðîâàííîé
âûøå òåîðåìû Ìàëêèíà (ñì. [10℄, ñëåäñòâèå 3.5), âåðíîå â ïðîñòðàíñòâå ïðîèçâîëüíîé ðàçìåðíîñòè.
Ïîäõîä, ïðåäëîæåííûé â [10℄, èñïîëüçóåò óñëîâèå òèïà (CMA) è ê ñëó÷àþ Ìåëüíèêîâà íå ïðèìåíèì.
Òîæå ñàìîå óñëîâèå ïðåäïîëîæåíî è â öèòèðîâàííîé âûøå ðàáîòå [21℄, ãäå, â ñîîòâåòñòâóþùåì ñëó÷àå,
óñòàíîâëåíà îðìóëà âèäà (1).
Â ïåðâîì ïðèìåðå áóäåò ïîêàçàíî, ÷òî òåîðåìà 2.1 ìîæåò óòî÷íÿòü ðåçóëüòàò òåîðåìû Ìåëüíèêîâà,
à âî âòîðîì, ÷òî îíà ìîæåò óñòàíàâëèâàòü ñóùåñòâîâàíèå, ïî êðàéíåé ìåðå, äâóõ áëèçêèõ öèêëó x˜
T -ïåðèîäè÷åñêèõ ðåøåíèé â íåêîòîðûõ òàêèõ ñëó÷àÿõ, â êîòîðûõ òåîðåìà Ìåëüíèêîâà ãàðàíòèðóåò
ñóùåñòâîâàíèå, ïî êðàéíåé ìåðå, îäíîãî.
Ñðàâíåíèå áóäåò ïðîâîäèòüñÿ â ñëó÷àå ãëàâíîãî ðåçîíàíñà, òî åñòü, êîãäà íàèìåíüøèé ïåðèîä öèêëà
x˜ ñîâïàäàåò ñ íàèìåíüøèì ïåðèîäîì âîçìóùåíèÿ, è áîëåå òîãî, íà åãî ïðîñòîì ïîäñëó÷àå, êîãäà óíê-
öèÿ ME èìååò ðîâíî äâà íóëÿ íà èíòåðâàëå [0, T ). Òàêîå îãðàíè÷åíèå ïîçâîëèò ïðèìåíèòü òåîðåìó 3.1
è ïðîâåñòè ñðàâíåíèå íàèáîëåå ëåãêî è íàãëÿäíî.
Ï ð è ì å ð 4.1. Ïóñòü ïðåäëîæåíà ñèñòåìà x˙1
x˙2
 =
 x2(1− x21 − x22)
−x1(1 − x21 − x22)
+ ε
 0
sin(wt)
 . (4.-4)
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Ïðè ε = 0 ñèñòåìà (4.1) èìååò âèä x˙1
x˙2
 =
 x2(1− x21 − x22)
−x1(1− x21 − x22)

(4.-4)
è äîïóñêàåò ñåìåéñòâî ïåðèîäè÷åñêèõ îðáèò√1− α
 sin(αt)
cos(αt)

α>0
.
àññìîòðèì çàäà÷ó î ñóùåñòâîâàíèè ïåðèîäè÷åñêèõ îðáèò ãëàâíîãî ðåçîíàíñà, òî åñòü çàäà÷ó î âîçìó-
ùåíèè îðáèòû
x˜(t) =
√
1− w
 sin(wt)
cos(wt)

ïåðèîäà T = 2pi/w, ñîâïàäàþùåãî ñ ïåðèîäîì âîçìóùåíèÿ. Òàê êàê
˙˜x(t) = w
√
1− w
 cos(wt)
− sin(wt)
 ,
òî óíêöèÿ Ìåëüíèêîâà èìååò âèä
M˜E(θ) = −pi
√
1− w sin(wθ).
Ôóíêöèÿ M˜E èìååò, î÷åâèäíî, äâà ïðîñòûõ íóëÿ θ1 = 0 è θ2 =
pi
w
íà èíòåðâàëå [0, 2pi/w) è òåîðåìà
Ìåëüíèêîâà ãàðàíòèðóåò, ÷òî ïðè ëþáûõ w ∈ (0, 1) è äîñòàòî÷íî ìàëûõ ε > 0 ñèñòåìà (4.1) èìååò
ïî êðàéíåé ìåðå äâà T -ïåðèîäè÷åñêèõ ðåøåíèÿ x˜ε,1 è x˜ε,2, ñõîäÿùèõñÿ ïðè ε→ 0 ê öèêëó x˜.
Ïîñìîòðèì òåïåðü, êàêîå óòâåðæäåíèå ïîçâîëÿåò ïîëó÷èòü òåîðåìà 2.1.
Çàìåòèì, ÷òî ïîðîæäàþùàÿ ñèñòåìà (1) óäîâëåòâîðÿåò óñëîâèÿì ëåììû 4.4, ñëåäîâàòåëüíî,
M sE(θ) = M˜E(θ) è M
s
A(θ) = −
s∫
s−T
det ‖(ŷ(τ), g(τ − θ, x˜(τ)))‖ dτ. (4.-4)
Ëèíåàðèçîâàííàÿ íà x˜ ñèñòåìà (1) èìååò âèä y˙1
y˙2
 =
 −2(1− w) sin(wt) cos(wt) w − 2(1− w) cos2(wt)
−w + 2(1− w) sin2(wt) 2(1− w) sin(wt) cos(wt)
 y1
y2
 . (4.-4)
åøåíèå ŷ ñèñòåìû (1) ñ íà÷àëüíûì óñëîâèåì
ŷ(0) =
1
‖ ˙˜x(0)‖2
˙˜x(0)⊥ =
1
w
√
1− w
 0
1

äàåòñÿ îðìóëîé
ŷ(t) =
1
w
√
1− w
 −2(1− w)t cos(wt) + sin(wt)
2(1− w)t sin(wt) + cos(wt)
 .
Ïîýòîìó
M sA(0) =
pi
w3
√
1− w
(
2(1− w) sin2(ws)− 1) ,
M sA(pi/w) = −
pi
w3
√
1− w
(
2(1− w) sin2(ws) − 1) .
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Òàêèì îáðàçîì, äëÿ âûïîëíåíèÿ óñëîâèÿ (A) òåîðåìû 2.1 íåîáõîäèìî, ÷òîáû
w ∈
(
1
2
, 1
)
.
Ïðè âûïîëíåíèè ïîñëåäíåãî óñëîâèÿ èìååì M sA(0)M
s
A(pi/w) < 0 è â ñèëó òåîðåìû 3.1, óñëîâèå (B)
òåîðåìû 2.1 îá èíäåêñå òàêæå âûïîëíåíî. Èòàê, íà îñíîâàíèè òåîðåìû 2.1, èìååì: ïðè ëþáûõ w ∈
(1/2, 1) è äîñòàòî÷íî ìàëûõ ε > 0 ñèñòåìà (4.1) èìååò, ïî êðàéíåé ìåðå, äâà 2pi/w-ïåðèîäè÷åñêèõ
ðåøåíèÿ x˜ε,1 è x˜ε,2, ñõîäÿùèõñÿ ïðè ε→ 0 ê öèêëó x˜. åøåíèå x˜ε,1 ëåæèò ñòðîãî âíóòðè öèêëà x˜, à
ðåøåíèå x˜ε,1 ñòðîãî ñíàðóæè. Ïðî÷èå 2pi/w-ïåðèîäè÷åñêèå ðåøåíèÿ ñèñòåìû (4.1) ïðè óêàçàííûõ w
è ε òàêæå íå ïåðåñåêàþò öèêë x˜.
Ìû ïîëó÷èëè, ÷òî äëÿ ïðèìåðà 4.1 îáëàñòü ïàðàìåòðà w > 0, ïðè êîòîðîé ïðèìåíèì ìåòîä Ìåëü-
íèêîâà, øèðå îáëàñòè, ïðè êîòîðîé ïðèìåíèìà òåîðåìà 2.1, íî â ýòîé áîëåå óçêîé îáëàñòè òåîðåìà 2.1
ïîçâîëÿåò óêàçàòü íîâûå ñâîéñòâà ïåðèîäè÷åñêèõ ðåøåíèé ãëàâíîãî ðåçîíàíñà.
Ñåé÷àñ ìû ïðåäúÿâèì ïðèìåð, â êîòîðîì òåîðåìà 2.1 óêàçûâàåò íå òîëüêî íîâûå ñâîéñòâà ïåðèî-
äè÷åñêèõ ðåøåíèé ãëàâíîãî ðåçîíàíñà, íî è äîêàçûâàåò ñóùåñòâîâàíèå áîëüøåãî èõ ÷èñëà.
Ï ð è ì å ð 4.2. Äåéñòâèòåëüíî, ïîäïðàâèì ñèñòåìó ïðåäûäóùåãî ïðèìåðà ñëåäóþùèì îáðàçîì
x˙1 = x2
(
1− 1
5
(x21 + x
2
2)
)
,
x˙2 = −x1
(
1− 1
5
(x21 + x
2
2)
)
+ ε
(
sin
(
4
5
t
)
− x1
)3
+ εx1
(4.-6)
è èçó÷èì âîçìóùåíèå ïîðîæäàþùåé îðáèòû
x˜(t) =
 sin
(
4
5
t
)
cos
(
4
5
t
)

ïåðèîäà T =
5pi
2
, ñîâïàäàþùåãî ñ ïåðèîäîì âîçìóùåíèÿ. Ñîîòâåòñòâóþùàÿ ýòîé çàäà÷å óíêöèÿ Ìåëü-
íèêîâà çàïèñûâàåòñÿ êàê
ME(θ) =
3pi
4
sin
(
8
5
t
)
− 3pi
2
sin
(
4
5
t
)
è äîïóñêàåò äâà íóëÿ θ1 = 0 è θ2 =
5pi
4
. Îäíàêî, òîëüêî âòîðîé èç íèõ ÿâëÿåòñÿ ïðîñòûì, ïåðâûé æå
ÿâëÿåòñÿ êóáè÷åñêèì, òî åñòü M ′(0) = 0, M ′′(0) = 0 è M ′′′(0) = −288pi
125
.
Òàêèì îáðàçîì, èç òåîðåìû Ìåëüíèêîâà çàêëþ÷àåì, ÷òî ïðè äîñòàòî÷íî ìàëûõ ε > 0 ñèñòåìà
(4.2) èìååò, ïî êðàéíåé ìåðå, îäíî T -ïåðèîäè÷åñêîå ðåøåíèå x˜ε, ñõîäÿùååñÿ ïðè ε→ 0 ê öèêëó x˜.
Ëåãêî ïðîâåðèòü, ÷òî ñèñòåìà (4.2) ñ ε = 0, ëèíåàðèçîâàííàÿ íà x˜, ñîâïàäàåò ñ ñèñòåìîé (1), â
êîòîðîé âçÿòî w = 4/5. Ïîýòîìó, ó÷èòûâàÿ, ÷òî íà÷àëüíîå óñëîâèå ðåøåíèÿ ŷ äàåòñÿ îðìóëîé
ŷ(0) =
1
‖ ˙˜x(0)‖2
˙˜x(0)⊥ =
1
4/5
 0
1
 ,
çàêëþ÷àåì, ÷òî
ŷ(t) =
1
4/5
 −
2
5
t cos
(
4
5
t
)
+ sin
(
4
5
t
)
2
5
t sin
(
4
5
t
)
+ cos
(
4
5
t
)
 .
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Ïîëüçóÿñü ëåììîé 4.4, à èìåííî îðìóëàìè (1), ïîëó÷àåì äëÿ M sA(0) è M
s
A(5pi/4) ñëåäóþùèå âûðà-
æåíèÿ
M sA(0) = −
25pi
64
cos
(
8
5
s
)
− 25pi
16
,
M sA(5pi/4) = −
25pi
64
cos
(
16
5
s
)
+
75pi
64
cos
(
8
5
s
)
+
125pi
16
,
äëÿ êîòîðûõ ëåãêî ïðîâåðèòü, ÷òî M sA(0) < 0 è M
s
A(5pi/4) > 0 ïðè âñåõ s ∈ [0, 5pi/2].
Çíà÷èò, íà îñíîâàíèè òåîðåìû 2.1 èìååì: ïðè âñåõ äîñòàòî÷íî ìàëûõ ε > 0 ñèñòåìà (4.2) èìååò,
ïî êðàéíåé ìåðå, äâà T -ïåðèîäè÷åñêèõ ðåøåíèÿ x˜ε,1 è x˜ε,2, ñõîäÿùèõñÿ ïðè ε→ 0 ê öèêëó x˜. åøåíèå
x˜ε,1 ëåæèò ñòðîãî âíóòðè öèêëà x˜, à ðåøåíèå x˜ε,1 ñòðîãî ñíàðóæè.
Òàêèì îáðàçîì, íàëè÷èå ó óíêöèè Ìåëüíèêîâà êðàòíûõ êîðíåé íå ïîäðûâàåò ðàáîòîñïîñîáíîñòü
òåîðåìû 1.
Îáðàòèìñÿ òåïåðü ê ñëó÷àþ, êîãäà âîçìóùåíèå íå ÿâëÿåòñÿ äèåðåíöèðóåìîé óíêöèåé. Îòìå-
òèì, ÷òî âîïðîñ î ñóùåñòâîâàíèè ïåðèîäè÷åñêèõ ðåøåíèé â âîçìóùåííûõ ñèñòåìàõ òèïà (1) â ñëó÷àå
íóëåâîé èëè ëèíåéíîé ïîðîæäàþùåé ñèñòåìû ðàññìàòðèâàëñÿ Þ. À. Ìèòðîïîëüñêèì [28℄, À. Ì. Ñà-
ìîéëåíêî [38℄, Äæ. Ìàâåíîì [24℄, [25℄, À. Áóéêà è Äæ. Ëèáðè [3℄ è ìíîãèìè äðóãèìè. Â ñëåäóþùåì
ïðèìåðå äåìîíñòðèðóåòñÿ ïðèìåíåíèå òåîðåìû 2.1 ê ñèñòåìàì ñ íåäèåðåíöèðóåìîé ïðàâîé ÷àñòüþ
ïðè íåíóëåâîé íåëèíåéíîé ïîðîæäàþùåé ñèñòåìå. Â êà÷åñòâå âîçìóùåíèÿ âûáðàíà, òàê íàçûâàåìàÿ,
ïðûãàþùàÿ íåëèíåéíîñòü, ñì. [18℄. Â êà÷åñòâå ïîðîæäàþùåé ñèñòåìû âûáðàíî óðàâíåíèå Äóèíãà.
Ï ð è ì å ð 4.3. àññìîòðèì çàäà÷ó î ñóùåñòâîâàíèè ðåçîíàíñíûõ ïåðèîäè÷åñêèõ ðåøåíèé ó óðàâíå-
íèÿ Äóèíãà ñ ïðûãàþùåé íåëèíåéíîñòüþ
u¨+ u+ u3 = ε(µx+1 + νx
−
1 + cos((1 + δ)t)). (4.-8)
Óñòàíîâèì ñëåäóþùóþ ïðîñòóþ ëåììó.
Ë å ì ì à 4.6. àññìîòðèì ñèñòåìó
x˙1 = x2
x˙2 = −x1 + ε(µx+1 + νx−1 + cos(t)),
(4.-8)
ãäå a+ := max{a, 0}, a− := max{−a, 0}. Ïîëîæèì ˜˜x(t) = (sin t, cos t). Òîãäà, åñëè |µ − ν| 6= 2, òî
ñîîòâåòñòâóþùèå óíêöèè M sA èM
s
E óäîâëåòâîðÿþò óñëîâèþ (A) òåîðåìû 2.1. Åñëè æå |µ−ν| < 2,
òî
ind(˜˜x,Φ) ∈ {0, 2}.
Ä î ê à ç à ò å ë ü ñ ò â î. Èìååì
M sA(θ) =
2pi∫
0
sin τ
(
µx˜+1 (τ) + νx˜
−
1 (τ) + cos(τ − θ)
)
dτ =
= µ
pi∫
0
sin τ sin τdτ − ν
2pi∫
pi
sin τ sin τdτ +
2pi∫
0
sin τ cos τdτ cos θ +
2pi∫
0
sin τ sin τdτ sin θ =
23
= µ
pi
2
− ν pi
2
+ pi sin θ,
M sE(θ) =
2pi∫
0
cos τ
(
µx˜+1 (τ) + νx˜
−
1 (τ) + cos(τ − θ)
)
dτ =
= µ
pi∫
0
cos τ sin τdτ − ν
2pi∫
pi
cos τ sin τdτ +
2pi∫
0
cos τ cos τdτ cos θ +
2pi∫
0
cos τ sin τdτ sin θ =
= pi cos θ.
Òàê êàê ïî óñëîâèþ ëåììû |µ− ν| < 2, òî θ0 = arcsin −µ+ ν
2
áóäåò åäèíñòâåííûì íóëåì óíêöèè ME
íà èíòåðâàëå [−pi/2, pi/2]. Ïîýòîìó íà èíòåðâàëå [0, 2pi) óíêöèÿ ME èìååò ðîâíî äâà êîðíÿ
θ1 =
 θ1 = θ0, åñëè θ0 ≥ 0,θ1 = θ0 + pi, â ïðîòèâíîì ñëó÷àå,
θ2 = θ1 + pi.
Ôóíêöèÿ ME èìååò ðîâíî äâà íóëÿ θ1 = pi/2 è θ2 = 3pi/2 íà èíòåðâàëå [0, 2pi). Äëÿ óíêöèè MA(θ) â
ýòèõ òî÷êàõ èìååì
MA(pi/2) = µ
pi
2
− ν pi
2
+ pi, MA(3pi/2) = µ
pi
2
− ν pi
2
− pi.
Òàêèì îáðàçîì, åñëè |µ− ν| 6= 2, òî
MA(pi/2) 6= 0, MA(3pi/2) 6= 0.
Åñëè æå |µ− ν| < 2, òî
MA(pi/2) > 0, MA(3pi/2) < 0
è â ñèëó òåîðåìû 3.1 èìååì ind(˜˜x,Φ) ∈ {0, 2}.
Ëåììà äîêàçàíà.
Èòàê, âåðíåìñÿ ê ñèñòåìå (4.3). Îáîçíà÷èì ÷åðåç uδ åäèíñòâåííóþ ñ òî÷íîñòüþ äî ñäâèãà ïåðèîäè-
÷åñêóþ îðáèòó ïîðîæäàþùåãî óðàâíåíèÿ
u¨+ u+ u3 = 0
ñ íàèìåíüøèì ïåðèîäîì
2pi
1 + δ
. Åñëè u  ðåøåíèå óðàâíåíèÿ (4.3), òî v = (u, u˙) óäîâëåòâîðÿåò ñèñòåìå
v˙1 = v2
v˙2 = −v1 − v31 + ε(µv+1 + νv−1 + cos((1 + δ)t)),
(4.-8)
îáðàòíî, åñëè v  ðåøåíèå ñèñòåìû (1), òî v1  ðåøåíèå ñèñòåìû (4.3). Áåç îãðàíè÷åíèÿ îáùíîñòè äëÿ
ïðåäëàãàåìîãî íèæå óòâåðæäåíèÿ ìîæíî ñ÷èòàòü, ÷òî u˙δ(0) = 0 è uδ(0) > 0. Çàìåíîé ïåðåìåííûõ
x(t) =
v(t)
uδ(0)
ïåðåéäåì îò ñèñòåìû (1) ê ñèñòåìå
x˙1 = x2
x˙2 = −x1 − (uδ(0))2x31 + ε
1
uδ(0)
cos((1 + δ)t) + ε(µx+1 + νx
−
1 ).
(4.-8)
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Ïóñòü |µ − ν| < 2. Óñòàíîâèì, ÷òî ñóùåñòâóåò δ0 > 0 òàêîå, ÷òî ïðè δ ∈ (0, δ0] óñëîâèÿ òåîðåìû 2.1,
ñâÿçàííûå ñ óíêöèÿìè M sE, M
s
A è Φ, äëÿ ñèñòåìû (1) âûïîëíåíû ñ x˜(t) =
vδ(t)
uδ(0)
è T =
2pi
1 + δ
. Äëÿ
ýòîãî, â ñâîþ î÷åðåäü, äîñòàòî÷íî óñòàíîâèòü àíàëîãè÷íîå óòâåðæäåíèå äëÿ ñèñòåìû
x˙1 = x2
x˙2 = −x1 − (uδ(0))2x31 + ε cos((1 + δ)t) + ε(µx+1 + νx−1 ).
(4.-8)
Ïåðèîä îðáèò ïîðîæäàþùåé ñèñòåìû
x˙1 = x2
x˙2 = −x1 − (uδ(0))2x31
èçìåíÿåòñÿ ìîíîòîííî îò 2pi äî 0, êîãäà íà÷àëüíîå óñëîâèå îðáèòû èçìåíÿåòñÿ îò (0, 0) äî (+∞, 0) (ñì.,
íàïð., [8, ïðèìåð ñ. 250℄). Ñëåäîâàòåëüíî, uδ(0) → 0, êîãäà δ → 0. Íî äëÿ δ = 0 ñïðàâåäëèâîñòü æåëà-
åìîãî äëÿ ñèñòåìû (1) óòâåðæäåíèÿ ñëåäóåò èç ëåììû 4.6, ñëåäîâàòåëüíî, ýòî óòâåðæäåíèå îñòàåòñÿ
ñïðàâåäëèâûì è ïðè ìàëûõ δ > 0.
Èòàê, óñòàíîâëåíî, ÷òî åñëè |µ − ν| < 2, òî ñóùåñòâóåò δ0 > 0 òàêîå, ÷òî êàæäîìó δ ∈ [0, δ0]
ñîîòâåòñòâóåò ε0 > 0 òàêîå, ÷òî:
1) ïðè êàæäîì ε ∈ (0, ε0] âîçìóùåííîå óðàâíåíèå Äóèíãà (4.3) èìååò, ïî êðàéíåé ìåðå, äâà
2pi
1+δ -ïåðèîäè÷åñêèõ ðåøåíèÿ u˜δ,ε,
˜˜uδ,ε òàêèõ, ÷òî êðèâàÿ t → (u˜δ,ε(t), ˙˜uδ,ε(t)) ëåæèò ñòðîãî âíóòðè
êðèâîé t→ (uδ(t), u˙δ(t)) , à êðèâàÿ t→
(˜˜uδ,ε(t), ˙˜u˜δ,ε(t)) ñòðîãî ñíàðóæè;
2) äëÿ âñÿêîãî
2pi
1+δ -ïåðèîäè÷åñêîãî ðåøåíèÿ u ñèñòåìû (4.3) ñ ε ∈ (0, ε0] êðèâàÿ t → (u(t), u˙(t)) íå
èìååò òî÷åê ïåðåñå÷åíèÿ ñ êðèâîé t→ (uδ(t), u˙δ(t)) ;
3) ðåøåíèÿ u˜δ,ε è ˜˜uδ,ε óäîâëåòâîðÿþò óñëîâèþ
u˜δ,ε(t) → uδ
(
t− θ˜
)
è
˜˜uδ,ε(t) → uδ (t− ˜˜θ) ïðè ε→ 0
äëÿ íåêîòîðûõ θ˜,
˜˜
θ ∈
[
0, 2pi1+δ
]
.
Åñëè ν = µ = 0, òî ïîëó÷åííîå óòâåðæäåíèå ÿâëÿåòñÿ äîáàâëåíèåì ê èçâåñòíûì ðåçóëüòàòàì î
êà÷åñòâåííîì ïîâåäåíèè ïåðèîäè÷åñêèõ òðàåêòîðèé óðàâíåíèÿ Äóèíãà, ñì., íàïð., À. Ä. Ìîðîçîâ
[30℄.
5. Âûðîæäåííûå ðåçîíàíñû. Ñîïîñòàâëåíèå ñ òåîðåìîé Éàãàñàêè
1
Â íàñòîÿùåì ïàðàãðàå ðàññìàòðèâàåòñÿ ñëó÷àé, êîãäà T -ïåðèîäè÷åñêèé öèêë x˜ ÿâëÿåòñÿ âûðîæ-
äåííûì, òî åñòü âñå ðåøåíèÿ ëèíåàðèçîâàííîé ñèñòåìû (1) ÿâëÿþòñÿ T -ïåðèîäè÷åñêèìè. T -ïåðèîäè÷åñêèå
ðåøåíèÿ âîçìóùåííîé ñèñòåìû, ïîðîæäåííûå òàêèìè öèêëàìè, íàçûâàþòñÿ âûðîæäåííûìè ðåçîíàí-
ñàìè. Åñëè x˜ âëîæåí â ñåìåéñòâî öèêëîâ {x˜α}α>0 àâòîíîìíîé ñèñòåìû ñ ïåðèîäàìè T (α), òî åñòü,
åñëè
x˜ = x˜α0
äëÿ íåêîòîðîãî α0 > 0, òî, êàê ïîêàçûâàåò íèæåñëåäóþùàÿ ëåììà, ïðåäïîëîæåíèå î âûðîæäåííîñòè
ïî÷òè âñåãäà âûïîëíåíî â ñëó÷àå, êîãäà T (α0) ÿâëÿåòñÿ êðèòè÷åñêèì ïåðèîäîì, òî åñòü
T ′(α0) = 0. (5.0)
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Îòìåòèì, ÷òî çàäà÷à î ñóùåñòâîâàíèè êðèòè÷åñêèõ ïåðèîäîâ äëÿ öèêëîâ, âëîæåííûõ â ñåìåéñòâî
öèêëîâ àâòîíîìíîé ñèñòåìû, èíòåíñèâíî èññëåäóåòñÿ, ñì. [5℄, [6℄, [7℄, [40℄.
Íå îãðàíè÷èâàÿ îáùíîñòè ìîæåì ñ÷èòàòü äàëåå, ÷òî
x˜α(0) =
 0
J(α)
 .
Ë å ì ì à 5.1. Åñëè äëÿ îðáèòû x˜α0 âûïîëíåíû óñëîâèÿ T
′(α0) = 0, J
′(α0) 6= 0 è ïåðâàÿ êîìïîíåí-
òà âåêòîðà
˙˜xα0(0) îòëè÷íà îò íóëÿ, òî êàæäîå ðåøåíèå ëèíåàðèçîâàííîé ñèñòåìû (1) ñ x˜ = x˜α0
ÿâëÿåòñÿ T (α0)-ïåðèîäè÷åñêèì.
Ä î ê à ç à ò å ë ü ñ ò â î. Íàì áóäåò óäîáíî èñïîëüçîâàòü ñëåäóþùåå îáîçíà÷åíèå
x(t, α) := x˜α(t).
Òàê êàê ïðàâàÿ ÷àñòü ïîðîæäàþùåé ñèñòåìû (1) íåïðåðûâíî äèåðåíöèðóåìà, òî (ñì., íàïð., Ïîíò-
ðÿãèí [35℄, ë. 4,  24, òåîðåìà 17℄) óíêöèÿ (t, α) → x(t, α) íåïðåðûâíî äèåðåíöèðóåìà ïî ñîâîêóï-
íîñòè ïåðåìåííûõ. Äèåðåíöèðóÿ òîæäåñòâî
x′t(t, α) = f(x(t, α))
ïî α, ïîëó÷àåì
x′t
′
α(t, α) = f
′(x(t, α))x′α,
ñëåäîâàòåëüíî, y˜ = x′α(·, α0) ÿâëÿåòñÿ ðåøåíèåì ëèíåàðèçîâàííîé ñèñòåìû (1), â êîòîðîé x˜ = x(·, α0).
Èìååì
y˜(T (α0))− y˜(0) = lim
∆→0
x(T (α0), α0 +∆)− x(T (α0), α0)
∆
− lim
∆→0
x(0, α0 +∆)− x(0, α0)
∆
=
= lim
∆→0
x(T (α0), α0 +∆)− x(0, α0 +∆)− x(T (α0), α0) + x(0, α0)
∆
=
= lim
∆→0
x(T (α0), α0 +∆)− x(0, α0 +∆)
∆
=
= (x(T (·), α0))′ (α0) = x′t(T (α0), α0)T ′(α0) = 0, (5.-2)
òî åñòü y˜ ÿâëÿåòñÿ T (α0)-ïåðèîäè÷åñêèì ðåøåíèåì ñèñòåìû (1). Íî x(0, α) =
 0
J(α)
 , ñëåäîâàòåëüíî
y˜(0) = x′α(0, α0) =
 0
J ′(α0)
 .
Â òîæå âðåìÿ, ñîãëàñíî óñëîâèÿì ëåììû, ïåðâàÿ êîìïîíåíòà âåêòîðà
˙˜xα0(0) îòëè÷íà îò íóëÿ, çíà÷èò
y˜ è x′t(·, α0)  äâà ëèíåéíî-íåçàâèñèìûõ T (α0)-ïåðèîäè÷åñêèõ ðåøåíèÿ (äâóìåðíîé) ñèñòåìû (1), ÷òî,
î÷åâèäíî, âëå÷åò æåëàåìîå óòâåðæäåíèå.
Ëåììà äîêàçàíà.
Ëåììà 5.1 ÿâëÿåòñÿ êðèòåðèåì âûðîæäåííîñòè öèêëà, âëîæåííîãî â ñåìåéñòâî öèêëîâ. Îäíàêî,
äëÿ âûðîæäåííîñòè öèêëà âîâñå íå íåîáõîäèìî ÷òîáû îí áûë âëîæåí â ñåìåéñòâî öèêëîâ, âûðîæäåí-
íûìè ìîãóò áûòü è èçîëèðîâàííûå öèêëû. Äëÿ èçó÷åíèÿ ñóùåñòâîâàíèÿ â âîçìóùåííîé ñèñòåìå (1)
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âûðîæäåííûõ ðåçîíàíñîâ â ýòîì ïîñëåäíåì ñëó÷àå ìîæåò, âîîáùå ãîâîðÿ, èñïîëüçîâàòüñÿ îáùàÿ òåî-
ðåìà óìà-×èêîíå ([37℄, òåîðåìà 4.1), íî îíà ðàáîòàåò òîëüêî â ñëó÷àå, êîãäà âîçìóùåíèå çàâèñèò îò
àçîâîé ïåðåìåííîé (ñì. [37℄, îðìóëà 2.7), ÷òî íå òðåáóåòñÿ â ïðåäëàãàåìûõ íèæå òåîðåìàõ.
Åñëè öèêë x˜ ÿâëÿåòñÿ âûðîæäåííûì, òî óíêöèèM sA èM
s
E î÷åâèäíî, íå çàâèñÿò îò s è òåîðåìà 2.1
ïðèíèìàåò ñëåäóþùèé âèä.
Ò å î ð å ì à 5.1. Ïóñòü äëÿ âûðîæäåííîãî öèêëà x˜ âûïîëíåíî óñëîâèå (C) è âîçìóùåíèå íåïðåðûâíî.
Ïðåäïîëîæèì, ÷òî äëÿ ëþáîãî θ0 ∈ [0, T ] òàêîãî, ÷òî ME(θ0) = 0 èìååì
MA(θ0) 6= 0.
Òîãäà ïðè äîñòàòî÷íî ìàëûõ ε > 0 âñÿêîå T -ïåðèîäè÷åñêîå ðåøåíèå x˜ε âîçìóùåííîé ñèñòåìû (1)
íåîáõîäèìî òàêîâî, ÷òî
x˜ε(t) 6= x˜(s) ïðè âñåõ t, s ∈ [0, T ]. (5.-2)
Åñëè æå èìååì åùå è
ind(x˜,Φ) 6= 1,
òî ïðè âñåõ äîñòàòî÷íî ìàëûõ ε > 0 âîçìóùåííàÿ ñèñòåìà (1) äåéñòâèòåëüíî èìååò, ïî êðàéíåé
ìåðå, äâà T -ïåðèîäè÷åñêèõ ðåøåíèÿ x˜ε,1 è x˜ε,2, óäîâëåòâîðÿþùèõ (5.1). Îáà ðåøåíèÿ ñõîäÿòñÿ ê x˜
ïðè ε→ 0. Êðîìå òîãî, ðåøåíèå x˜ε,1 ëåæèò âíóòðè öèêëà x˜, à ðåøåíèå x˜ε,2 ñíàðóæè.
Óñëîâèÿ òåîðåìû 2.1 ïðèîáðåòàþò ìàêñèìàëüíî ïðîñòîé âèä, åñëè äîïîëíèòåëüíî ê âûðîæäåííî-
ñòè èçâåñòíî, ÷òî óíêöèÿ ME èìååò ðîâíî äâà íóëÿ íà [0, T ). Ïî ýòîé ïðè÷èíå ìû ñîðìóëèðóåì
ñîîòâåòñòâóþùåå óòâåðæäåíèå êàê îòäåëüíóþ òåîðåìó.
Ò å î ð å ì à 5.2. Ïóñòü äëÿ âûðîæäåííîãî öèêëà x˜ âûïîëíåíî óñëîâèå (C) è âîçìóùåíèå íåïðåðûâíî.
Ïðåäïîëîæèì, ÷òî óíêöèÿ ME èìååò ðîâíî äâà íóëÿ θ1 è θ2 íà èíòåðâàëå [0, T ) è
MA(θ1) ·MA(θ2) 6= 0.
Òîãäà ïðè äîñòàòî÷íî ìàëûõ ε > 0 âñÿêîå T -ïåðèîäè÷åñêîå ðåøåíèå x˜ε âîçìóùåííîé ñèñòåìû (1)
íåîáõîäèìî óäîâëåòâîðÿåò óñëîâèþ (5.1). Åñëè æå äîïîëíèòåëüíî èçâåñòíî, ÷òî
MA(θ1) ·MA(θ2) < 0,
òî ïðè âñåõ äîñòàòî÷íî ìàëûõ ε > 0 âîçìóùåííàÿ ñèñòåìà (1) äåéñòâèòåëüíî èìååò, ïî êðàéíåé
ìåðå, äâà T -ïåðèîäè÷åñêèõ ðåøåíèÿ x˜ε,1 è x˜ε,2, óäîâëåòâîðÿþùèõ (5.1). Îáà ðåøåíèÿ ñõîäÿòñÿ ê x˜
ïðè ε→ 0. Êðîìå òîãî, ðåøåíèå x˜ε,1 ëåæèò âíóòðè öèêëà x˜, à ðåøåíèå x˜ε,2 ñíàðóæè.
ßñíî, ÷òî âåðíà òåîðåìà, ïîëó÷åííàÿ èç òåîðåìû 5.2 ïåðåñòàíîâêîé óíêöèé ME è MA ìåæäó
ñîáîé.
Íàñêîëüêî èçâåñòíî àâòîðó, â ëèòåðàòóðå èññëåäîâàí òîëüêî òîò ñëó÷àé, êîãäà âûðîæäåííûé öèêë
âëîæåí â ñåìåéñòâî öèêëîâ è èìååò êðèòè÷åñêèé ïåðèîä. Ïîýòîìó, èìåííî òàêóþ ñèòóàöèþ ìû ïðåäïî-
ëîæèì äàëåå äëÿ òåñòèðîâàíèÿ òåîðåìû 5.2. Â ýòîì ñëó÷àå óñëîâèÿ, ñâÿçàííûå ñ ïðèìåíåíèåì òåîðåì
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î íåÿâíîé óíêöèè, íàïðîòèâ, óñëîæíÿþòñÿ è ñóùåñòâåííî çàâèñÿò îò òîãî, êàêîâà êðàòíîñòü íóëÿ α0
äëÿ óíêöèè T. Òàê Ê. Éàãàñàêè [39℄ ðàññìîòðåë ñëó÷àé, êîãäà
T ′(α0) = 0, T
′′(α0) 6= 0.
Ïîìèìî óñëîâèÿ ñóùåñòâîâàíèÿ ïðîñòîãî êîðíÿ θ0 ó óíêöèè Ìåëüíèêîâà, â ðàáîòå öèòèðîâàííîãî
àâòîðà òðåáóåòñÿ, ÷òîáû íåêîòîðàÿ âñïîìîãàòåëüíàÿ óíêöèÿ N, îðìóëà êîòîðîé ñîäåðæèò äâîé-
íîé èíòåãðàë, èìåëà â òî÷êå θ0 îïðåäåëåííûé çíàê. Ïîëó÷åííóþ òåîðåìó Éàãàñàêè èëëþñòðèðóåò íà
íåñêîëüêèõ ïðèìåðàõ, íåêîòîðóþ ìîäèèêàöèþ îäíîãî èç íèõ ([39℄, ïðèìåð  6.4) ìû âûáåðåì äëÿ
ñðàâíåíèÿ ýòîé òåîðåìû ñ òåîðåìîé 5.2.
Ï ð è ì å ð 5.1. Äåéñòâèòåëüíî, ðàññìîòðèì ñèñòåìó
x˙1 = x2
(
1
4
(x21 + x
2
2 − 2)p + 1
)
x˙2 = −x1
(
1
4
(x21 + x
2
2 − 2)p + 1
)
+ ε sin(t).
(5.-2)
Ïîðîæäàþùàÿ ñèñòåìà äîïóñêàåò ñåìåéñòâî öèêëîâ
x˜α(t) =
 α sin
(
2pi
T (α)
t
)
α cos
(
2pi
T (α)
t
)

ñ ïåðèîäàìè
T (α) =
2pi
1
4
(α2 − 2)p + 1
.
Èññëåäóåì âîçìóùåíèå öèêëà, ñîîòâåòñòâóþùåãî α =
√
2, òî åñòü öèêëà
x˜(t) =
 √2 sin t√
2 cos t
 ,
äëÿ êîòîðîãî
T
(√
2
)
= 2pi, T ′
(√
2
)
= ... = T (p−1)
(√
2
)
= 0, T (p)
(√
2
)
6= 0.
Â ñëó÷àå p = 2 äëÿ ñèñòåìû (5.1) Éàãàñàêè âû÷èñëÿåò óïîìÿíóòóþ óíêöèþ N è ïðèâîäèò ñëåäó-
þùåå óòâåðæäåíèå (ñì. [39℄, òåîðåìà 6.4): Äëÿ âñåõ äîñòàòî÷íî ìàëûõ ε > 0 ñèñòåìà (5.1) èìååò, ïî
êðàéíåé ìåðå, äâà T -ïåðèîäè÷åñêèõ ðåøåíèÿ x˜ε,1 è x˜ε,2, ñõîäÿùèõñÿ ê x˜ ïðè ε→ 0.
Òàê êàê ïðè p 6= 2 êðèòè÷åñêèé ïåðèîä 2pi íå ÿâëÿåòñÿ äâóêðàòíûì, òî ïðè p 6= 2 ðåçóëüòàò Éàãàñàêè
íå ïðèìåíèì.
Ïîïðîáóåì èñïîëüçîâàòü òåîðåìó 5.2. Ëèíåàðèçîâàííàÿ íà öèêëå x˜ ïîðîæäàþùàÿ ñèñòåìà ïðè ëþ-
áîì íàòóðàëüíîì p èìååò âèä  y˙1
y˙2
 =
 0 1
−1 0
 y1
y2

è, ñëåäîâàòåëüíî,
ŷ(t) =
1√
2
 sin t
cos t
 .
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Òàêèì îáðàçîì, ïðè ëþáîì íàòóðàëüíîì p èìååì
ME(θ) = −
√
2pi sin(θ), MA(θ) = − 1√
2
pi cos(θ).
Ôóíêöèÿ M èìååò äâà íóëÿ θ1 = 0 è θ2 = pi íà èíòåðâàëå [0, T ), ïðè÷åì MA(0) ·MA(pi) < 0. Òàêèì
îáðàçîì, âûïîëíåíû óñëîâèÿ òåîðåìû 5.2, íà îñíîâàíèè êîòîðîé ïîëó÷àåì óòâåðæäåíèå: Ïóñòü p ∈ N
 ïðîèçâîëüíîå ÷èñëî. Äëÿ âñåõ äîñòàòî÷íî ìàëûõ ε > 0 ñèñòåìà (5.1) èìååò, ïî êðàéíåé ìåðå, äâà
T -ïåðèîäè÷åñêèõ ðåøåíèÿ x˜ε,1 è x˜ε,2, ñõîäÿùèõñÿ ê x˜ ïðè ε→ 0. åøåíèÿ x˜ε,1 ëåæàò ñòðîãî âíóòðè
öèêëà x˜ à ðåøåíèÿ x˜ε,1 ñòðîãî ñíàðóæè.
Òàêèì îáðàçîì, ïðè p = 2 ïîëó÷åííîå èç òåîðåìû 5.2 óòâåðæäåíèå óòî÷íÿåò ðåçóëüòàò Éàãàñàêè è
äàåò òî÷íî òàêîå çàêëþ÷åíèå ïðè ëþáîé äðóãîé êðàòíîñòè âûðîæäåíèÿ, ãäå óêàçàííûé ðåçóëüòàò íå
ïðèìåíèì. Â òîæå âðåìÿ ñòîèò îòìåòèòü, ÷òî ðàññìàòðèâàåìàÿ òåîðåìà Éàãàñàêè ([39℄, òåîðåìà 6.4) ãà-
ðàíòèðóåò äëÿ íåêîòîðûõ ñèñòåì (ïðè p = 2) ñóùåñòâîâàíèå, ïî êðàéíåé ìåðå, ÷åòûðåõ ïåðèîäè÷åñêèõ
ðåøåíèé, â òî âðåìÿ êàê òåîðåìà 5.2 âñåãäà ãàðàíòèðóåò ñóùåñòâîâàíèå, ïî êðàéíåé ìåðå, äâóõ.
Â çàêëþ÷åíèå ïàðàãðàà îòìåòèì, ÷òî ïîâåäåíèå òðàåêòîðèé âîçìóùåííîé ãàìèëüòîíîâîé ñèñòåìû
âáëèçè öèêëà ñ êðèòè÷åñêèì ïåðèîäîì èññëåäîâàíî â [29℄ è [31℄.
6. àñïîëîæåíèå óñòîé÷èâûõ è íåóñòîé÷èâûõ ïåðèîäè÷åñêèõ ðåøåíèé
1
Òåîðåìû Ìàëêèíà, Ìåëüíèêîâà è Éàãàñàêè, êàê îñíîâàííûå íà òåîðåìå î íåÿâíîé óíêöèè, ïðåäî-
ñòàâëÿþò òàêæå èíîðìàöèþ îá óñòîé÷èâîñòè ðîæäåííûõ èç öèêëà x˜ ïåðèîäè÷åñêèõ ðåøåíèé âîçìó-
ùåííîé ñèñòåìû (1). Â íàñòîÿùåì ïàðàãðàå áóäåò ïîêàçàíî, ÷òî çíàíèå èíäåêñà ind(x˜,Φ) ïîçâîëÿåò
â íåêîòîðûõ ñëó÷àÿõ óòâåðæäàòü, ïî êàêóþ ñòîðîíó îò öèêëà íàõîäèòñÿ, ïî êðàéíåé ìåðå, îäíî óñòîé-
÷èâîå ðåøåíèå, à ïî êàêóþ ñòîðîíó, ïî êðàéíåé ìåðå, îäíî íåóñòîé÷èâîå.
Ïðåäïîëîæèì, ÷òî
(AP) ðåøåíèå x =: Ωε(·, t0, ξ) âîçìóùåííîé ñèñòåìû (1) ñ íà÷àëüíûì óñëîâèåì x(t0) = ξ ñóùåñòâóåò,
åäèíñòâåííî è ïðîäîëæèìî íà îòðåçîê [0, T ] ïðè ëþáûõ t0 ∈ [0, T ], ξ ∈ R2 è ε > 0.
Cëåäîâàòåëüíî, äëÿ ñèñòåìû (1) ïðè ëþáûõ ε > 0 îïðåäåëåí îïåðàòîð Ïóàíêàðå-Àíäðîíîâà Pε =
Ωε(T, 0, ·), ñîîòâåòñòâóþùèé çàäà÷å î T -ïåðèîäè÷åñêèõ ðåøåíèÿõ äëÿ (1).
Ò å î ð å ì à 6.1. Ïóñòü âîçìóùåíèå â (1) íåïðåðûâíî. Ïóñòü âûïîëíåíî óñëîâèå (A) òåîðåìû 2.1 è
óñëîâèå (AP ). Òîãäà ñóùåñòâóåò ε0 > 0 òàêîå, ÷òî
x˜(θ) 6= Pε(x˜(θ)) ïðè âñåõ θ ∈ [0, T ], ε ∈ (0, ε0]
è
ind(x˜, I − Pε) = ind(x˜,Φ), ε ∈ (0, ε0].
Ä î ê à ç à ò å ë ü ñ ò â î. Ïóñòü Qε  èíòåãðàëüíûé îïåðàòîð, ñîîòâåòñòâóþùèé çàäà÷å î T -
ïåðèîäè÷åñêèõ ðåøåíèÿõ äëÿ âîçìóùåííîé ñèñòåìû (1) è îïðåäåëÿåìûé îðìóëîé (1). Îáîçíà÷èì
÷åðåç U ⊂ R2 âíóòðåííîñòü öèêëà x˜ è ïîëîæèì
Wε =
{
xˆ : C([0, T ],R2) : Ωε(0, t, xˆ(t)) ∈ U, for any t ∈ [0, T ]
}
.
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Ïîêàæåì, ÷òî ñóùåñòâóåò ε0 > 0 òàêîå, ÷òî äëÿ ëþáîãî ε ∈ (0, ε0] è ëþáîãî α ∈ [0, ε0] âûïîëíåíî:
åñëè Qεx = x è x ∈Wα òî, x ∈ W0. (6.0)
Ïðåäïîëîæèì ïðîòèâíîå, ñëåäîâàòåëüíî ñóùåñòâóþò ïîñëåäîâàòåëüíîñòè {εn}n∈N ⊂ (0, ε0], εn → 0
ïðè n → ∞, {αn}n∈N ⊂ (0, ε0], {xn}n∈N ⊂ C([0, T ],R2), xn ∈ Wαn òàêèå, ÷òî Qεnxn = xn è xn 6∈ W0.
Òàê êàê xn ∈ W εn , òî xn(0) ∈ U. Ñ äðóãîé ñòîðîíû èç ñîîòíîøåíèÿ xn 6∈ W0 çàêëþ÷àåì, ÷òî ïðè
ëþáîì n ∈ N ñóùåñòâóåò tn ∈ (0, T ] òàêîå, ÷òî xn(tn) ∈ ∂U, â ÷åì ïðîòèâîðå÷èå ñ óòâåðæäåíèåì 1)
òåîðåìû 2.2.
Èç (1) è óòâåðæäåíèÿ 1) òåîðåìû 2.2 çàêëþ÷àåì, ÷òî ñòåïåíü d(I −Qε,Wα) îïðåäåëåíà ïðè ëþáîì
α ∈ (0, ε0] è
d(I −Qε,Wε) = d(I −Qε,W0), ε ∈ (0, ε0].
Èç ïðèíöèïà ðîäñòâåííîñòè (ñì. [15℄, òåîðåìà 28.5) ñëåäóåò, ÷òî
d(I −Qε,Wε) = ind(x˜, I − Pε).
Ñ äðóãîé ñòîðîíû, â ñèëó óòâåðæäåíèÿ 2) òåîðåìû 2.2 èìååì
d(I −Qε,W0) = ind(x˜,Φ).
Òåîðåìà äîêàçàíà.
Íàì òàêæå íåîáõîäèìà ñëåäóþùàÿ ëåììà, óñòàíîâëåííàÿ Êàïåòòî, Ìàâåíîì è Çàíîëèíîì.
Ë å ì ì à Ê à ï å ò ò î - Ì à â å í à - Ç à í î ë è í à. (ñì. [4℄, Ñëåäñòâèå 2). Ïóñòü âûïîëíåíî
óñëîâèå (C) è âîçìóùåíèå íåïðåðûâíî. Ïóñòü âûïîëíåíî óñëîâèå (AP ). Òîãäà äëÿ ëþáîé äîñòàòî÷íî
áëèçêîé ê öèêëó x˜ è íåïåðåñåêàþùåé åãî T -ïåðèîäè÷åñêîé óíêöèè x̂ èìååò ìåñòî ðàâåíñòâî
ind(x̂, I − P0) = 1. (6.0)
Äîêàçàòåëüñòâî ëåììû Êàïåòòî-Ìàâåíà-Çàíîëèíà èñïîëüçóåò òåîðåìó Êóïêè-Ñìåéëà (ñì. [33℄, ë. 3).
Èòàê, ïîëüçóÿñü èíäåêñîì ind(x˜,Φ), èìååì ñëåäóþùóþ èíîðìàöèþ î ðàñïîëîæåíèè óñòîé÷èâûõ
è íåóñòîé÷èâûõ T -ïåðèîäè÷åñêèõ ðåøåíèé âîçìóùåííîé ñèñòåìû (1) âáëèçè ïîðîæäàþùåãî öèêëà x˜.
Ò å î ð å ì à 6.2. Ïóñòü âûïîëíåíû óñëîâèÿ òåîðåìû (6.1), à òàêæå óñëîâèå (C). Âûáåðåì ïðîèç-
âîëüíûå T -ïåðèîäè÷åñêèå óíêöèè x˜− è x˜+ òàêèå, ÷òî x˜− ëåæèò âíóòðè öèêëà x˜, à x˜+  ñíàðóæè,
ïðè÷åì â îáëàñòè V −, çàêëþ÷åííîé ìåæäó x˜− è x˜, à òàêæå â îáëàñòè V +, çàêëþ÷åííîé ìåæäó x˜ è
x˜+, íåò T -ïåðèîäè÷åñêèõ ðåøåíèé ïîðîæäàþùåé ñèñòåìû (1). Ïóñòü äîïîëíèòåëüíî èçâåñòíî, ÷òî
âñå íåïîäâèæíûå òî÷êè îïåðàòîðà Ïóàíêàðå-Àíäðîíîâà Pε â V − è V + ÿâëÿþòñÿ ïðîñòûìè. Òîãäà,
åñëè
ind(x˜,Φ) > 1 (ind(x˜,Φ) > 1) ,
òî ìíîæåñòâî V + (V −) ñîäåðæèò, ïî êðàéíåé ìåðå,
µ = |ind(x˜,Φ)− 1|
íåïîäâèæíûõ òî÷åê îïåðàòîðà Pε, ÿâëÿþùèõñÿ ñåäëàìè, à ìíîæåñòâî V − (V +) ñîäåðæèò, ïî êðàé-
íåé ìåðå, µ íåïîäâèæíûõ òî÷åê îïåðàòîðà Pε, êàæäàÿ èç êîòîðûõ ëèáî óçåë, ëèáî îêóñ.
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Îòìåòèì, ÷òî âûáîð óêàçàííûõ â îðìóëèðîâêå öèêëîâ x˜− è x˜+ âîçìîæåí â ñèëó ïðåäïîëîæåíèÿ
(C).
Ä î ê à ç à ò å ë ü ñ ò â î. Ïóñòü
ind(x˜,Φ) > 1.
Òîãäà, â ñèëó òåîðåìû 6.1 è òåîðåìû Êàïåòòî-Ìàâåíà-Çàíîëèíà, èìååì
d(Φ, V −) > µ è d(Φ, V +) < µ.
Ñëåäîâàòåëüíî (ñì. [1℄, ë. V,  11, òåîðåìà 26 è ëåììà 1), ñóùåñòâóåò, ïî êðàéíåé ìåðå, µ òî÷åê
ξ−1 , ..., ξ
−
µ ,
ξ−i ∈ V − äëÿ ëþáîãî i ∈ 1, µ,
è, ïî êðàéíåé ìåðå, µ òî÷åê ξ+1 , ..., ξ
+
µ ,
ξ+i ∈ V + äëÿ ëþáîãî i ∈ 1, µ,
òàêèõ, ÷òî
ind(ξ−i ) = +1 è ind(ξ
+
i ) = −1 äëÿ ëþáîãî i ∈ 1, µ,
òî åñòü (ñì. [1℄, ë. V,  11, òåîðåìà 30) êàæäàÿ èç òî÷åê ξ−i , i ∈ 1, µ, ÿâëÿåòñÿ óçëîì èëè îêóñîì, à
êàæäàÿ èç òî÷åê ξ+i , i ∈ 1, µ,  ñåäëîì.
Ñëó÷àé, êîãäà ind(x˜,Φ) < 1, ðàññìàòðèâàåòñÿ àíàëîãè÷íî.
Òåîðåìà äîêàçàíà.
àçâèòèå òåîðåìû 6.2 ìîæåò áûòü ïîëó÷åíî íà îñíîâå ñõåì, ïðåäëîæåííûõ â [32℄.
7. Çàêëþ÷åíèå
1
Èòàê, â ðàáîòå äëÿ èññëåäîâàíèÿ çàäà÷è î ðîæäåíèè T -ïåðèîäè÷åñêèõ ðåøåíèé âîçìóùåííîé ñè-
ñòåìû (1) èç T -ïåðèîäè÷åñêîãî öèêëà x˜ ïîðîæäàþùåé ñèñòåìû (1) ïðåäëîæåíà íîâàÿ õàðàêòåðèñòèêà
ïîðîæäàþùåãî öèêëà ind(x˜,Φ). Äàíû óñëîâèÿ, ïðè êîòîðûõ èç ñâîéñòâà ind(x˜,Φ) 6= 1 ñëåäóåò, ÷òî
öèêë x˜ ïîðîæäàåò ïî êðàéíåé ìåðå äâà T -ïåðèîäè÷åñêèõ ðåøåíèÿ âîçìóùåííîé ñèñòåìû (1), ëåæàùèõ
ïî ðàçíûå ñòîðîíû îò x˜. Â çàâèñèìîñòè îò òîãî ind(x˜,Φ) > 1 èëè ind(x˜,Φ) < 1 äåëàþòñÿ íåêîòîðûå
âûâîäû î òîì, ïî êàêóþ ñòîðîíó îò x˜ ðîæäàþòñÿ óñòîé÷èâûå T -ïåðèîäè÷åñêèå ðåøåíèÿ è ïî êàêóþ
íåóñòîé÷èâûå.
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